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Philosophicamente  considerado,  o  conjuncto  de  nossos 
conhecimentos  apresenta  duas  partes  perfeitamente  distin- 
ctas  e  intimamente  relacionadas :  uma  concreta,  especial, 
essencialmente  pratica;  outra  abstracta,  geral,  verdadeira- 
mente scientifica.  A  primeira  tem  por  objecto  o  estudo  dos 
seres  considerados  em  sua  existência  especial ;  a  segunda  os 
aprecia  e  os  faz  conhecer  sob  o  ponto  de  vista  de  suas  pro- 
priedades essenciaes,  formulando  as  leis  que  as  regem  • 

Nesta  segunda  parte  convém  fazer  uma  divisôo  funda- 
mental correspondente  á  dlstincçSo  dos  corpos  em  inorgâ- 
nicos e  organicosj  positivamente  caracterisada  pelo  pheno- 
meno  geral  da  vida.  As  sciencias  relativas  ao  primeiro  destes 
dois  grupos  sõo  classificadas  sob  a  denominação  commum  de 
Cosmologia^  e  as  sciencias  relativas  ao  segundo  sob  a  deno- 
m  í  n  açSo  geral  de  Sociologia  • 

Em  qualquer  destes  grupos  as  sciencias  correspondentes 
são  constituidas  pelas  leis  geraes  e  abstractas  a  que  se 
acham  sub  )rdlnados  os  differentes  phenomenos  exteriores 
que  ellas  estudam,  osquaes,  mediante  a  faculdade  de  abstra- 
hir,nos  é  dado  considerar  independentemente  dos  corpos  que 
constituem  sfua  déde  natural. 
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A  moís  lig»:'ira  «jljservoç^o  moolrrindo  que  qu^Liiier  ser 
vivente  neces^sít  i  iiic  j  i*r--;^iveliTi?:ite  de  :im  m:io  inorgânico 
qu  í  ilie  f  jrneça  os  elementos  indL-pensavels  á  sua  manuten- 
ç£io,  deixa-n  iS  nicilmente  comprelienuor  a  si!b:»rdinação 
nec*?ssaria  cm  qíiese  aciiainosi»iieno:iien  »ssoci:>logicos  |»ara 
Cftn  '>s  phononieujs  car.icteri.rlicos  di  mei»  inorgonicj. 
A  c  >smol  )gia,  pois,  representa  a  bxse  de  txio  o  n  jss>  edifício 
scientiíico. 

Flsto  grupo  C3mp0e-se  de  quatro  sciencias  aleiradas  : 
matlicnviticay  astronomia,  pliijsica  e  chimica,  c  miprehen- 
dendj  a  matliematica  três  parles  :  o  calculo.ix  Qeomen\a  e  a 
mecânica. 

A  ordem  desta  classiíicaçâ^  nada  tem  de  arbitraria, 
sendo  ella  feita  segundo  o  grúj  de  simplicidade  e  genera- 
lidade decrescentes  e  complexidade  crescente  dos  phenome- 
nos  correspondentes,  de  modo  que,  á  proporçãjque  se  avança 
na  escala,  os  phenomenjs  vão  se  tornando  mais  complexos 
pela  inevitável  dependência  em  que  váo  ficandj  de  todjs  os 
outros  estudados  pelas  sciencias  anteriores  áquella  que  se 
considera. 

Tendo  a  astronomia  por  objecto  o  estudo  das  relações  do 
nosso  mundo  com  os  demais  corpos  do  systema  planetário,  a 
physica  e  a  chimica  esíudando-o  sob  o  ponto  de  vista  de  sua 
ex-stenc'a  particular,  na  serie  cogmolog'ca  a  mecânica  vem  a 
repreí?entar  o  laço  de  união  entre  a  matliematica  e  a  physica 
quando  consideramos  os  phenomenos  relativos  especialmente 
á  Terra . 

Na  mathematlca,  o  calculo  estuda  os  phenomenos  nunie- 
rlcos,  a  geometria  as  le!s  da  extensão  e  a  mecânica  as  leis  do 
movimento. 

Procurando  conhecer  o  movimento  de  um  corpo  tal  como 
elle  se  nos  apresenta  no  meio  em  que  vivemos,  duas  difficul- 
dades  extraordinárias  surgem  immediatamente :  a  primeira 
concernente  á  natureza  do  motor  que  determina  o  desloca- 
mento ;  a  segunda  relativa  á  actividade,  própria,  inherente  6 
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oonatlluiçflo  do  movei,  a  qnal  pôde  modificar  o  movimento 
i-ccebido  da  acçío  exterior.  O  molor,  comprohende-se,  põde 
eer  qualquer :  a  electricidade,  a  gravidade,  uma  impulsfio 
muscular,  a  distcneSo  de  uma  mola,  etc. ;  do  modo  que,  si  no 
c&tudu  do  movimento  tiveseemos  de  entrar  com  a  apreciação 
de  taea  elementos,  iria  a  mecânica,  anarchica mente,  ínlcrvír 
no  domínio  das  sciencias  superiores,  o  que  só  lhe  poderia 
acarretar  difflculdadcB  que  perfeitamente  podem seroTastadas, 
tmia  vez  que  a  aliStrncçSr)  permitte-noa  considerar  os  pheno- 
monos  (in  movimento  inteiramente  isolados  de  todos  os  outros 
mais  complexos  que  com  elles  concorrem . 

Relativamente  ú  actividade  própria  à  nrganisaçíio  do 
raovel,  si  a  pretendêssemos  levar  em  conta,  serio  inteiramente 
abetirdo  formular  uma  lei  qualquer  do  movimento,  desde  que 
a  regularidade  deste  ficasse  ú  mercê  das  modificações  espon- 
tâneas provenientes  deesa  actividade,  e  sempre  para  nós  des- 
conhecidas. 

As  cjncepçítes  destinadas  a  eliminar  estas  duas  ordens 
de  difficuldades  è  que  constituem  a  base  lógica  da  mecânica, 
dando-llie  um  caracter  geral,  desde  entíSo  compatível  com 
todos  os  corpos. 

Vejamos  em  que  consistem  esses  concepções. 

Nos  facultando  a  abstracçfio  o  podermos  considerar  qual- 
quer phenomeno  independentemente  de  todos  os  outros  mais 
complexos,  as  questões  relativas  ú  natureza  do  motor  desap- 
parecem,  desde  que  abstraiamos  deste  pnra  só  contemplar 
o  deslocamento  produzido  ;  nestas  condiçi^cs,  seja  o  motor  a 
electricidade,  a  impulsão  muscular  ou  outro  qualquer,  desde 
que  a  acção  por  elles  produzida  ê  a  mesma,  em  mecânica  sSo 
elles  considerados  equivalentes;  si  os  effeítos sSo  dUTerentes, 
os  motores  silo  considerados  dlfferentes. 

A  abstracçíSo  leva-nos  assim  a  substituir  as  causas 
especiaes  do  movimento  pela  noçíio  abstracta  dos  efTeitos  por 
ellas  determinados,  ficando  dc?ste  modo  o  motor  positiva- 
mente caracterÍsado_pelas  leis  do  deslocamento  considerado. 
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Ao  movimento,  sob  esle  sspecto considerado,  reolisado  ou 
teiieií.l»  ti  rcK]iSí.r-s('  sob  a  acção  do  iiioUp,  e  cujts  leia 
fícam  naturalmente  indeiiendentes  da  natureza  especial 
deste,  é  o  que  se  denomina^tarfa . 

A  noçflo  de  força  torna-se  assim  positiva  e  afasta  com- 
pletamente a  concepção  metaphy^sica    das  entidades   exte-  ■ 
ríores,  incompatível  cum  a   estabilidade  indispensável  aoi 
phenomenos  de  movimento,  como  a  outros  qusesquer,  pan 
que  elles  possam  comportar  uma  lei  matliematica. 

A  inf^tili.dç3o  do  espaço,  formulada  na  geometria, 
mesmo  tempo  que  offerece  uma  idéa  para  representar  osi| 
píienonienos  de  movimentos  isolados  de  sua  localisaçf 
objectiva,  permitte  eliminar  as  difficuldades  relativas  á'l 
existência  da  actividade  própria  à  organisaçflo  real  doai 
corpos. 

Como  aabe-se,  em  geometria  o  espaço  é  uma  concepçSol 
puramente  subjectiva,  tem  por  fim  facilitar-nos  o  estudo  c 
leis  geraes  que  regem  os  differeutes  phenomenos  exteríort 
de  forma  e  situação. 

Consiste  ella  em  um  meio  gazoso,  de  menor  densidade! 
que  o  nospo  meio  atmoaplierieo,  inerte,  sem  còr,  sem  odopJ 
podendo  polidiflcar-sc  em  qualquer  parte  de  sua  extensão,  aV 
no  qual  púdem  eer  loadisados  os  plienomenoa  quando  pelai 
abstracção  separados  dos  corpos  que  constituem  sua  sede,  T 

Abstraliiiido,  pois,  da  constituição  physiai  e  chlmica  doa  J 
corpos  e  concebendo  as  suas  ftirmassjlidilícadas  no  espaço,] 
a  constituição  subjectiva  que  dahi  resulta  para  elles  fctó  in-! 
teiraraente  inerte,  de  conformidade  com  a  natureza  do  meio,  I 
e  em  taescondiçíks  os  movimentos  de  que  os  supposermos'1 
animados  podem  serabslractamente  apreciados  sem  queol 
perturbem  actividades  interiores,  desde  cntuo,  subslituidaaj 
por  forças  exteriores  de  effeitos  correspondentes. 

A  noçílo  de  í/ifraa,  poif,  em  mecânica  resulta  da  localI-J 
aaçSo  subjectiva  de  um  corpo  no  espaço  goouietrico,  destinada  T 
precieamenle  a  eliminar  as  reacçOes  interiores  próprias  a  1 
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sua  constituição  physica  OU  chimica,  é  uma  no(;3oscientÍf!ca 
naturalmente  imixj^ivel  de  uma  existência  objectiva. 

Considerando  a  mecânica  os  corpos  e  os  motores  sob  o 
ponto  de  vista  sulijectivo,  as  tlieorias  que  elln  laatitiie  s5o 
theorias  gerees,  cuja  applicaçiio objectiva  ou  pratica  apresenla 
ncccssariomenttí  todas  escompliciíçOesque  pela  abstracção 
foram  eliminadas,  fisquacssurgirOo  desde  que  pretendamos 
por  ellas  desvendar  a  realidade  exterior,  levando  em  conla 
a  naturezn  dos  motores  e  dos  corpos. 

E'  exactamente  este  o  maior  e  mais  grave  impecilio  na 
passagem  do  domínio  atistracto  para  o  domínio  concreto  nas 
questões  do  movimento. 

Nõo  nos  sendo  possível  realizar  um  tal  aperfeiçoamento 
sdentlflco,  os  nossos  recui-sos  devem  limitar-se,  como  de 
facto  limitam-se,  a  modificar  as  leis  alstractas  por  meio  de 
regras  provenientes  de  repetidas  experiências,  sem  jamais 
pretender  formular  leis  concretas  gerses, 

A  localiseçíio  dos  corpos  e  dos  movimentos  no  espaço, 
graças  á  natureza  deste  meio,  noa  deixa  facultativo  o  sira- 
pUQcalKH  quer  sob  o  ponto  de  vLsta  geométrico  da  fúrma, 
.  quer  aob  o  ponto  de  vista  mecânico  do  movimento,  de 
maneira  a  que  possamos  estudar  os  typos  mais  simples 
do  dominio  mecânico  para  depois,  gradualmente,  irmos 
complicando  a  questfio  até  abordarmos  o  seu  problema 
fundamental. 

Este  problema,  de  parte  as  questões  especiaes  que  só  a 
pratica  cabe  considerar,  pôde  ser  formulado  como  reduzinda- 
se  a  combinação  de  mooiínentos  concorrendo  por  composição 
directa  ou  communicaçõo  mutua. 

Suppondo  no  espaço  um  corpo  reduzido  a  um  p^nto  e  este 
aubmettidoadifferentes  tranBlaf;ões,  cada  uma  delias  conhe- 
cida, a  primeira  parte  do  problema,  que  é  relativa  a  este  caso, 
oonsiste  em  determinar-se  qual  o  movimento  resultante,  para 
o  ponto,  da  coexistência  de  todos  ;  concebendo  agora  o  corpa 
como  composto  de  outros  corpos  ou  pontos  reunidos  por  um 
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determinado  modo  de  iigaçíío,  furmaudoum  systema,  sem 
cada  parte  sujeita  a  movimentos  tiadog,  e  segunda  parte  ( 
problema    fundamental,  relativa   a  este  caso,  consiste   em 
combinar-se  o  movimento  total  de  cada  parle  com  os  de 
todas  83  outras  para  obter  o  movimento  final  do  conjuncto. 

Sob  este  duplo  aspecto  a  questõo  pôde  dar  logar  a  uma 
marcha  inversa  em  que  se  procure  ou  determinar  as  transla- 
ções capazes  de,  combinadas,  dar  iogar  a  uma  translaçfi^ 
conhecida,  de  que  suppõe-ge  animado  um  ponto  do  espagf 
ou  determinar  os  movimentos  totaea  dos  corpos  ou  pontd 
de  um  systema,  conhecido  o  movimento  proveniente  de  s 
combinação, 

Relativamente  6  primeira  parte  do  problema  fundamentS 
a  soluçfio  desta  questSoé  possível  e  muitas  vezes  exigidi 
quanto  á  segunda  porém,  as  diíTiculdades  saode  tal  ordsl 
queé  preferivt'1  abandonal-a. 

Em  qualquer  dos  doua  casos  da  queslfio  directa  convãi 
estabelecer  uma  distincçfio  essencial,  de  onde  resulta  a  divjl 
sSo  normal  do  domínio  da  mecânica. 

Na  concurrencia  das  forças  que  actuam  sobre  um  ponto 
ou  um  systema  qualquer,  essas  forças  podem,  pelas  condições 
do  suas  direcções   e    intensidades,  gradualmente  ueutraj 
sarem-se,  de  sorte  que  do  seu  concurso  nenhum  deslocamen! 
resulta  para  o  ponto  ou  para  o  systema,  isto  é,  fica  o  p 
ou  systema  em  equitibrio.    Dalii   a  necessidade  de  com 
dei-ar,  sob  o  ponto  de  vista  mecânico,  estes  dois  cíisos: 
as  forças   concurrentes  dSo   Iogar  ao   equilíbrio  ou  a  i 
movimento  resultante ;  o  estudo  das  questões  relativas  i 
primeiro  constitue  a  parto  da  mecânica  denominada  estÂ 
fica,  e  o  estudo  das  questões  próprias  ao  segundo,  constitua 
parte  denominada  dynamica,  tendo  assim,  respectivamenlj 
por  objecto  a  apreciaçõo  das  actividades  neutralisadas  ou  d 
actividades  cm  acçõo. 

Os  phenomenos  relativos  a  estas  duas  partes  da  mecantg 
apresentam  entre  si  uma  difTerença  que  convém  formu] 


rao  fimdamenlBl,  e  vem  a  ser  que  no  eslftdo  de 
etiuiUbrio  nflo  lia  neoííreidarie  de  oonaiderar-se  o  tempo,  po's, 
sendo  as  Torças  neutralisadas  na  combineçflode  suas  acções 
slmullaneas,  p-Klem  ser,  nessas  condições,  consideradas  como 
instantâneas,  simples  Impulsões  en.flo  julgadas  pelas  respe* 
ctivss  pressões ;  no  fre^nmdo  caso,  porém,  de  um  movimento 
resultante,  a  consideração  do  tempo  é  indispensável,  po's  ahl 
83  forças  teem  de  aer  julgadas  na  continuidade  de  sua  acçQo. 
Referidos  os  casos  de  equilíbrio  tfio  somente  ó  conside- 
ração das  Impulsões,  fica  a  estatkra  exigindo  apenas  para  sua 
elaijoraçfio  o  estudo  do  movimento  uniforme  e  por  conse- 
guinte simplesmente  dependente  das  les  fundamentaes  do 
moTiraento,  rornecldes  pela  induc<,'a;5  Irada  da  observsçilo 
dos  fcctos,  de  forma  que,  considerando  o  equil  brio  como  um 
coso  particular  do  mov" mento,  pôde  essa  parte  da  mecânica 
ser  desenvolvida  sem  que  de  mado  algum  necessite  da  so- 
lução do  principal  problema  da  dynam'ca. 

Quanto  ádslincçlo  pr^ienieiíle  da  consideração  obje- 
ctya  dos  efitad-js  aiHdo  eJl'ido,  convi>m  normalmente 
afastal-a,  pos que send j os  cjrpos  na  míthenmfca  referidos 
80  ftipaço.  e,  portanto,  aljstrdhndo-pe  <las  acções  inter  ores 
pnpras  Ji  sua  const'tn'çíio,  a  fluMez,  proveniente  f^em  du- 
vida de  laes  8C-çi'ies,  (tai  naturt-linenle  excluída  de  seme- 
lhante domínio,  occtipando-se  a  mei^aniea  somente  com  o 
epltido  dos  Ciippjs  .vo//í/os  e  deixando  A  phypica  a  aprLciaçGo 
dos  flu  dos,  ciya  con.^t  tu  ça.)  especai  hhi  deve  itidiear  (|UfcC8 
fts  llijdi/Icaç>5csa  fazcr^e  nas  les  ab.^trfccti.3  pura  que  tUaa 
poBSfim  í  branger  tees  i  stndoe  dos  corpos. 

Uma  un'<'^i  d  ãtincçõo  Fecundaria  é  preciso  manter  e  vem 
a  f  er,  sob  oappcto  gfomjtric-),  quanto  ô  forma  do  movei, 
que  i>ó  !e  s  r  uni  ponto  ou  um  sy^tenia.  Esla  dist  iicçflu  em 
mecuci  ca  tradu/^-se  pela  dlfTen-uça  entre  a  tvon!iUii;ão  e  a 
rota-ãn,  pos,  que  no  primeiro  deites  niovmentoso  deíloca- 
monto  do  c  <rpj  po  lejido  ser  sempre  julgado  pel  j  mov  mento 
de  qualquer  de  seus  ponljs,  reduz-se  a  queslflo  a  este  caso 
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fundamental ;  emtíiianto  riue  no  segundo  cada  porte  do  corpo 
tem  um  movímeutodistincto.  Oro,  considerando  o  estática 
tflo  somente  as  impulsões  ou  forças  instantâneas,  semelhante 
distincçao  é  ahi  destituída  de  importância,  sendo  indispen- 
sável na  dynaraica  onde  a  rotaçSo  apreseota-ae  como  unaa 
questão  capital. 

Estaljelecida  a  divisSo  normal  da  mecânica  e  formulado 
o  seu  duplo  prol)Iema  fundamentais  soluçfio  deste  deve  ser 
preparada  pelo  estudo  dos  typos  mnis  simples  em  que  se  o 
I)oasa  decompor,  de  modo  a  poder-se  gradualmente  chegar  â 
soluçSo  da  questão  complexa  alli  formulada . 

Como  dissemos,  esse  problema  apresenta  dois  casos :  um 
em  que  procuramos  o  movimento  de  translaçiSo  resultante 
para  um  ponto  submettido  a  diíTerentfs  impulsões  conhe- 
cidas ;  o  outPo  em  que  procuramos  o  movimento  total  de  u 
systema  definido,  combinando  os  movimentos  totaes  de  sul 
partes. 

Sob  o  primeiro  aspecto  temos,  pois,  duas  questões  a  coi^ 
siderar:  1»  o  estudo  do  movimento  isolado;  2*  o  estudo  doj 
movimentos  combinados ;  sob  o  segundo  aspecto  a  questffl 
exige  como  base  a  apreciaçfio  do  tyix)  menos  complexo  rela 
tivo  á  communicaçao  do  movimento  entre  corpos  distinctof 
porém  ligados. 

Os  casos  mais  simples  relativos  a  estas  três  ordens  i 
questões  sflo  ix^rfeita  mente  estudados  mediante  três  le^ 
obtidas  por  inducçaoda  exjieriencia  e  observação  directa  ; 
lei  de  Kopler,  a  lei  de  Galiiêo  e  a  lei  de  Newton,  as  quad 
representam  a  base  physiea  da  mecânica  geral. 

A  1»  lei,  relativa  ao  movimento  isolado,  consiste  em  (\ 
todo  mooimento  6  naturalmente  re^tUineo  e  uniforme. 

Para  bem  comprehendel-a  façamos  ligeiras  consideraçí 
necessárias. 

Desde  que  o  tempo  é  um  elemento  essencial  parajulgi 
mos  dos  movimentos,  torna-se  indispensável  adoptar  uni 
unidade  correspondente,  nem  sO  para  avaliação  desse  < 
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mento,  como  lambem  para  guiai^nos  na  comparaçSo  dos 
diversos  movimeiíliís. 

Tomando,  por  exemplo,  t  para  unidade  de  tempo,  si  um 
corpcj  ppTcorre  nesse  tempo  um  espaço  maior  que  o  que 
percorre  um  outro  corpo  no  mesmo  tempo,  conclue-se  que  o 
movimento  do  primeiro  é  mais  rápido  que  o  do  segundo ;  si  os 
Espaços  percorridos  sSo  iguaos,  os  movimentos  teem  a  mesma 
rapidez.  O  espaço  percorrido  pelo  movei  na  unidade  de  tempo 
é  o  que  se  denomina  oelocidade  do  movimento;  si  este 
espaço é  constante,  ou  por  outra,  si  o  movei  percorre  espaços 
iguaea  em  tempos  iguaes,  o  movimento  se  diz  uniforme,  no 
CASO  CDiilpario  o  movimenta  se  diz  cariado. 

O  espaço  percorrido  por  um  corpo  sujeito  ó  acçflo  de 
uma  força  pOde  apresentar  differentes  formas,  uma  linha 
í^tQ  ou  uma  curva  qualquer,  e  segundo  essa  forma  o  mo- 
vimento diz-se  rectílineo  ou  curcilineo. 

Assim,  pois,  o  movimento  uiiiTorme  rectilineo  vem  a 
s€r,  quer  geometricamente,  quer  soIj  o  ponto  de  vista 
roecanico,  o  lypo  mais  simples  que  podemos  considerar. 

A  lei  de  Kepler  estabelece  que  si  uma  rori;a  actuando 
sobre  um  corpo,  vem  a  suspender  suo  acçflo,  e  si  ni3o 
houver  causas  exteriores  que  Intervenham  paro  do  qual- 
1'ier  fói-ma  modifioir  o  deslocamento  recebido,  o  movi- 
mento desse  corpo  tende  a  tornar-se  desde  esse  instante 
utiírortne  e  rectilineo,  isto  é,  o  corpo  tende  a  adquirir  uma 
velocidade  constante,  seguindo  uma  mesma  direcçCo. 

Devemos  destacar  nesía  lei  duas  partes  distinctas,  uma 
qie  refere-se  fl  Krmn  do  espaço  percorrido,  e  outra  relativa 
^  natureza  da  velocidade. 

Paro  praticamente  verificarmos  a  primeira  parte  basta- 
nos ciiar o  exemplo, muito  commum,  da  funda. 

Como  sabe-se,  esla  arma  compõe-se  de  um  pequeno  cir- 
culo de  sòla,  tendo  uma  abertura  no  centro  e  preso  a  coda 
exlremidade  de  um  diâmetro  um  cordOo.  Para  utilisal-a 
colloca-se  uma  pedra  ou  outro  corpo  que  se  deseje  atirar, 
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na  abertura  central,  colhera-se  os  dona  fios  e  fazcnd^se 
o  braço,  com  o  joRO  da  mflo  iniprimc-se  ao  opporelho 
movimento  circular ;  em  virtude  dos  liga(;ões  do  systei 
e  do  força  muscular  cmpreíçada,  a  pedra  é  forçada  ao  moi 
mento  curWlmeo;s!    soilar-se   porém  um  dos  cordéis 
modo  n  que  o  disco  nOo  mais  retcnlia  o  projéctil,  este  esca- 
pa-se  seguindo  nma  linha  recta  tangente  ú  curva  que  era 
obrigado  a  descrever. 

Quanto  ú  segunda  parte,  apresentaremos  a  seguinte  expe- 
riência, citada  por  Poisson.    Si  no  vccuo,  sobre  um  plano 
horisontal  e  sem  attPilo,  collocai-mos  uma  partícula  de  ferro 
sujeita  somente  á  acçflo  do  pólo  de  um  iman,  essa  iiarticul 
movcr-se-lia  immedlamente  em  direcção  ao  centro  da  altra 
cçJJo  ;  fazendo  cessar,  pela  intervenção  de  um  outro  imai 
a  BcçSo  do  primeiro,  o  movimento  do  cjrpo  ontinuaró  pa 
o  mesmo  ponto,  porém  tornondo-se  unitorme,  e  com  tan 
maior  velw^díide  quanto  mais  demorada  liouver  sido  a  acçl 
da  força  atlraliente. 

A  esta  lei  devemos  reunir  um  complemento  normi 
formulado  por  Curnot,  mediante  inducgSo  baseada  na  obse 
vaçao  dos  plienomcnos  do  chique,  e  relati\a  ú  dipecçflodi 
forças  paFsUos,  qiie  muitas  vezes  concorrem  com  as  forç 
activas  nos  phenomenos  mecanios.  Esle  eomplemen 
eslalíelece  que  a  rcsistenca  ofrcrec*da  por  um  corpo  é  sei 
pre  normal  a  supcrlic'e  corresimiidiínte. 

Para  verificar  esta  regra,  a  experienc^a  é  a  seguinte 
tomnm-se  duas  csphoras  iguaes,  perreitamcnte  duras  e  ic 
prime-se-llies  velocidades  iguaes,  na  mesma  direcção  e  ej 
sentidos  contrários  ;  dado  o  choque,  a  ob-ervaçfiom  istra  qi 
as  esplieras  licam  cm  repou?o;  si  a.5  drecçõos  das  velot 
dades  nflo  sflo  as  mesmas,  isto  6,  si  ellas  formam  entre 
um  anfíulo  qualquer,  de  miKioa  ní^odar-se  o  choque  seguik 
a  linha  dus  centros  das  esplieras,  linha  normal  ás  super.ic'! 
otrrespondentes,  como  acoulece  no  primeiro  cnso,  opóa 
choque  deixa  de  dar-se  o  equilíbrio.    Este  resultado  aine 
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éomesmoaugmenlandose  a  massn  de  uma  das  espheras 
e,  na  mesma  proporçfln,  a  velocidade  da  outra . 

Ora,  como  no  conflicto  que  constitue  esta  experiência 
concorrem  as  forças  activas  e  as  forças  passivas,  represen- 
tadas pela  resistência  que  um  corpo  offerece  ao  outro  no  mo- 
mento do  encontro,  a  concliisfio  a  tlrar-se  dos  resultados  é 
que  no  confllcto  de  dons  corpos  as  impulsões  a  que  elles 
forem  sujeitos  só  podem  neulratisar-se  quando  suas  direc- 
çCíS  forem  simultaneamente  perpendiculares  á  superfície  do 
contado,  o  que  importa  dizer  que  toda  resistência  é  sempre 
dirigida  segundo  a  normal  ó  superflcie  correspondente. 

Bem  meditada  a  lei  de  Kepler  pôde  ser  filiada  a  uma  daa 
grandes  leis  formuladas  iwr  A.  Comte,  conhecida  soba 
denominação  de  lpi  de  persistência  o  cujo  enunciado  consiste 
em  que  todo  estado  estático  ott  dijnamico  fende  a  persistir 
espontaneamente,  sem  nenhuma  alteração,  resistindo  áa 
perturbações  exteriores. 

Esta  verdade  universal  pôde  ser  com  facilidade  verificada 
objeclivemente,  d'oiide  ella  emanou  por  inducçflo,de  innu- 
mefos  tectos,  quer  individuaes,  quer  coUectlvoa  da  existência 
bvaana., 

Bôata-nos  citar  essa  tendência,  conhecida  sob  a  denomi- 
nação de  habito,  que  apresenta  o  nosso  organismo  em  repetir 
^POntMneameDte  ura  acto  por  elle  realizado  muitas  vezes. 

Mesmo  as  qualidades  moraes  e  o  caracter  tendem  a  per- 
sistir alravez  as  geraçi5es:  famílias  ha  em  que  a  probidade, 
Mboas  inclinações,  a  h^ndade  síio  legados  perpétuos;  outras 
íia  nas  qiiaes  os  vícios  resistem  â  acção  enérgica  da  mais 
rigorosa  educação. 

Sao  esses  resultados  de  uma  observação  quotidiana  que  a 
SBbedoria  popular,  sempre  tflo  justa,  resumiu  nos  seus  conhe- 
^^proloquios;  Cesteiro  que  fas  um  cesto,  fas  wn  cento  ; 
f^tpaeíal  Jllho  ;  filho  de  peixe  sabe  nadar. 

Nos  organismos  collectivos  essa  ici  manifosta-se  pela 
rt^lencia  que  sempre  encontra  nas  sociedades  ogm-erno 
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que  tende  a  reformal-os ;  resistência  que  muUaa  vezes  attingl 
ns  proporções  de  uma  vei-dadeira  revoluçiSo. 

A  lei  de  Kepler  formulando  a  tendência  natural  dos  cor| 
em  seus  movimentos  pura  manterem  a  constância  da  dirt 
e  do  espaço  percorrido  era  um  dndo  tempu,  c^mstitiie  ass 
unia  verificação  da  lei  da  perslttencia  no  doniinlo  mathe- 
mafcu,  ]X)!s  que,  no  movimento  uniforme  rectUineo,  consi- 
derando como  phase  inicial  o  espaço  percorrido  na  primeira 
unidade  de  tempo,  o  corpo,  durante  todo  seu  trajeclo,  nada 
mais  realisa  que  a  repetição,  quer  quanto  â  direcçfio,  quer 
quanto  à  velocidade,  do  seu  estado  dynamico  inicial,  desdeque 
forças  qnaesquer  nfio  o  venliara  perturbar.  No  cuso  de  dar-se 
esta  intervenção,  o  movimento  niodifica-se,  porém,  como 
prova  a  experiência,  o  corpo  persste  em  manter  a  constância 
de  direcçõo  e  velocidade,  tanto  ossim  que  uma  vez  cessada  a 
acçSo  perturbadora  o  movimento  adquire  o  airucter  uniforme. 

A  segunda  lei  ou  a  lei  de  GalilèiJ,  consiste  na  coexisten~ 
cia  espontânea  de  translaçQe/i  quaesquer  que  se  combinam 
sem  perturbarcm-ae  mutuamente,  ejfectuando-se  cada  uma 
delias  como  si  as  outras  não  existissem. 

Suppondo,  pois,  os  diíVerentes  pontos  de  um  corpo  su- 
jeitos âs  mesmas  transiaçCes  simultâneas,  em  virtude  desta 
lei  evidentemente  o  movimento  do  corpo  se  realisará  sob  a 
acçfio  de  cada  translaçilo  commum  a  todos  seus  pontos,  como 
si  03  effeitos  de  todas  as  outras  fossem  nullos.  Esta  simulta- 
neidade e  independência  dos  effeitos  das  impulsões  tem  como 
consequência  nCo  alterar-se,  sol»  o  ponto  de  vista  estático,  a 
constituição  do  coriK>,  mantendo-se  as  suas  distancias  e  di- 
recções mutuas,  de  modo  que  o  movimento  de  translação 
resultante  nflo  influe  absolutamente  nos  movimentos  próprios 
que  possa  ter  cada  parte  relativamente  ús  outras,  isto  6,  o  mo- 
vimento commum  a  todas  as  partes  do  corpo  é  independente 
dos  moviment'.«  particulares  de  cada  uma  delias  desde  que 
no  movimento  do  cunjunclo  cada  parte  percorra  ctipaços 
iguaes  e  na  mesma  direcçiio. 
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Sob  este  ponto  de  vista  interpretada,  esta  lei  exige, 
para  verilicar-se,  isto  é,  para  qiio  o  movimento  coinrnura  se 
haruionise,  cincorrendo,  com  os  movimentos  particulares 
dos  elementos,  que  esse  movimento  commum  seja  de  ua- 
liirerii  a  manter  inalteráveis  as  distancias  o  as  direcções 
niaturs.  Esta  condiçOo  essencial  exclue  immodlatamente 
^a  iei  03  cos  is  relativos  íi  rolnç^io,  nos  quaos  os  diversos 
poníoe  do  corpo  lêem  movimentos  dlsttnctos,  conforme  as 
suas  distancias  ao  eixo  de  rolaçSo,  e  as  distancias  mutuas 
t^dem  a  ser  niodilicados,  sendo  mesmo  as  difTerentes 
P^tes  desaggregadas  si  sufficlentemento  rápido  for  o  mo- 
^■iinento. 

E'  sob  esle  aspecto,  principalmente,  que  a  lei  de  Galilèo 
P*We  ser  endentemente  verificada  pela  observaçSo. 

Si  um  bond,  por  exemplo,  move-seem  linha  recta  cada 
passageiro  mantém  sempre  a  mesma  distancia  dos  que  llie 
ficam  ao  lado  ;  cada  um  realisa  seus  movimentos  próprios 
comosio  vehiculo  estivesse  parado,  o  movimento  commum 
íí  1  movimento  de  transIaçSo ;  iH>ri?m  ao  descrever  uma  curva 
as  pcrturlJações  surgem  immediatamente,  os  passageiros  sao 
atirados  para  a  extremidade  exterior  do  banco,  e  si  o  cocheiro 
não  tem  a  prudência  de  diminuii'  a  velocidade,  os  indivíduos 
(lesta  extremidade  podem  ser  lançados  fóra. 

Tomando  lun  desses  apparellios  utilisados  em  pliysica 
para  demonstrar  o  acliatamento  da  Terra,  coUocando  sobre 
elle  olguns  pequenos  insectos,  e  imprimindo-so-Uie  um  movi- 
mento de  traaslaçOo  observa-se  que  osanimaes  movem-se 
despreoccupados  como  si  o  apparciho  estivesse  em  repouso ; 
8*1  porém,  dermos  a  este  um  movimento  de  rotaçflo  por  meio 
•lamanivella  e  llie  augmentarmos  gradualmente  a  rapidez 
nola-seque  os  insectos,  sentindo  alguma  influencia  que  per- 
turhn  08  seus  movimentos  jâ  niio  se  mostram  t3o  desprcoo 
cupados  ojmu  anteriormente,  e  este  Tacto  tradiiz-se  pur  uma 
luciiQoçíio  mais  vagarosa  ;  si  continuar  a  augmentar  a  rapi- 
dez da  rotação  chega-se  a  um  ponto  era  que  oessa  completa- 
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mente  a  locomoçflo,  empregando  us  aiiímaes  todos  os  esforce:^ 
pura  morilerem-se  seguros  ú  superíicíe  ilo  apparelho,  donc^' 
sSo  repellidos  quando  a  rapidez  do  movimento  toma-8C  sutf^ 
cientemente  grande. 

Citaremis,  íinalmente,  como  uma  das  verificações  maí^ 
importantes  desta  lei,  a  independência  completa  doBdiversc»* 
movimentos  próprios  ás  differentra  lartes  de  nosso  orgenism*^ 
com  o  seu  movimento  lotnl  de  locomoção,  e  a  sua  ímmediat*» 
pcrturlxiçáo  desde  qnc  effecluemos  uma  rolaçflo  rápida  oiJ 
muito  demorada  ;  o  incommodu  rio  enjoo  a  bordo  nSo  é  mais 
que  uma  consequência  da  influencia  perturbadora  do  duplo 
movimento  da  rotai;rio  do  navio,  de  proa  ã  popa  e  bombordo 
a  borcsle . 

Estes  ractos  de  oljservaçíio  tornam  bem  evidente  a  intima 
ligação  entre  as  leia  da  persislencia  e  independência,  pois 
nelles  vemos  a  naturalidade  e  espontaneidade  da  translação 
manifestar-se  pela  harmonia  com  que  em  semelliante  moi- 
mento mantem-se  a  cunstituiçfio  estática  ou  dynamica  de 
cada  uma  das  partes  com  o  movimento  commum  do  con- 
juncto,  o  que  nOo  acontece  com  a  rotação. 

Por  conseguinte  a  independência  proclamada  pela  lei  de 
Galilèo  só  se  verifica  quando  os  corpos  movem-se  segundo  a 
lei  de  Kepler. 

Abstractamente  considerada  a  primeira  destas  leis  leve- 
nos  facilmente  a  formular  as  regras  próprias  á  composiçQo 
das  impulsões,  quer  estas  se  acliem  sobre  o  mesmo  plano, 
quer  em  pianos  differentes. 

Consideremos  o  caso  fundamental  de  duas  impulsões 
pois,  como  veremos  mais  adiante,  a  elle  podem  ser  reduzidoa 
todos  08  outros  mais  complexos. 

Supponbamos  (fig.  1)  o  ponto  M  animado  de  dous  movi- 
mentos uniformes  e  rectilíneos  segundo  as  direcções  Mx  e 
My ;  seja  Ui  a  velocidade  do  primeiro  e  rj  a  do  segundo, 
isto  é,  os  espaços  percorridos  pelo  movei  na  unidade  de 
tempo  em  virtude  da  acçSo  de  cada  uma  das  impulsões. 
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Conforme  a  lei  de  Galilèj  o  fado  realisa-se  como  ai  o 
ptinlo  M  se  movesse  scgumlo  a  direcção  Mx  com  uma 
velocidade  Ci  e  ao  mcsmj  lempo  a  recta  M.r  se  deslocasse 
pfiniUela mente  a  si  mesma,  percorrendo  o  poiito\M  a  recla 
Mij  com  uma  velocidade  igtial  a  Oj,  de  modo  que  cada  um 
do8  poTilos  da  recla  movei  se  achasse  animado  de  uma 
velocidade  igual  e  psrallela  a  Dí. 


Suppondo  que  o  movei  no  flm  de  um  intervallo  V  tio 
*^po  t  era  virtude  do  primeiro  movimento  chega  á  posiçOo 
"fi-  e  que  durante  este  tempo  a  recta  Mx  deslocandi>se 
'aiba  passado  á  posição  mj  a-j,  tirando  por  oii  uma  porallela 
*  %,  jl/|Scráa  situaç5o  do  movei  sujeito  â  acçSo  dos  duas 
topiilsões ;  considerando  um  segundo  intervallo  de  tempo  t" 
ssuppondoquenolim  desse  intervallo  o  ponto  tem  attingidoa 
*lluaçíio  m\,  era  consequência  do  primeiro  movimento,  e  que 
l£9Ee  tempo  a  recta  nii  x^  tenha  passado  â  posiçiio  m,  Xj, 
'ipondo  p  )r  m\  uma  parallela  a  My,  a  situaçflo  real  do  movei 
considerando  como  terceiro  e  ultimo  intervallo  í'" 
ipo  f,  e  suppondo  o  ponto,  que  se  acha  em  Mi,  levado 
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á  posição  m*3,  em  virtude  do  primeiro  movimento,  e  durante 
esse  tempo  a  recta  m^  x^  passando  á  situação  m^x^y  a  po- 
sição no  fim  do  tempo  t  do  ponto  M  sujeito  ós  duas  im- 
pulsões será  M^. 

Sendo  a  velocidade  o  espaço  percorrido  na  unidade  de 
tempo,  e  sendo  nos  movimentos  uniformes  esta  velocidade 
constante,  segue-se  que  para  termos  em  semelhante  movi- 
mento o  espaço  percorrido  no  fim  de  um  certo  tempo  basta- 
nos  multiplicar  a  velocidade  pelo  tempo  considerado . 

Resulta,  pois,  para  os  dous  movimentos  do  ponto  Aí,  no 
fim  do  tempo  t'  : 

d^onde 

no  fim  do  tempo  t'+f'=ti,  teremos: 
ou 

Mm^ t?g 

Finalmente  no  fim  do  tempo  f+í"+r"=í,  teremos: 

(1)  Afm^  =  V,  m,,  Aí,  =  Ují 


OU 


Afm^  V 


z^ 


Da  comparação  destas  relações,  resulta: 

Referidas  á  figura  (1)  estas  igualdades  traduzem  a  pro- 
porcionalidade dos  linhas  Mm^,  Mm:^y  m^  Mi,  m^  M^y  etc,  o 
que  indica  acharem-se  os  pontos  M,  Mi,  Mi  e  M-^  situados 
sobre  uma  mesma  recta.  Unindo,  pois,  o  ponto  Af  ao  ponto 
Mz  es6a  linha  representará  a  direcção  do  movimento  do 
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ponto,  proveniente  da  simultaneidade  das  duas  impulsões 
consideradas. 

Prolongando  a  recta  m'3  21/3  até  encontrar  Mx  vé-seque 
Q  direcçiio  resultante  vem  a  ser  dada  pela  diagonal  do  paralle- 
logrammo  construído  sobre  as  direcções  dos  dous  movimentos 
concorrentes. 

Tomando  o  tempo  t  para  unidade  de  tempo  as  relações 
(1)  nos  dSo : 

Si  a  diagonal  MM^  representa  o  caminho  percorrido  pelo 
movei  no  movimento  resultante  durante  o  tempo  ty  essa 
diagonal,  na  hypothese  de  t  igual  a  unidade,  representará  a 
velocidade  deste  movimento,  donde  conclue-se  que  a  velocidade 
do  movimento  resultante  é  representada  em  grandeza  e 
direcção  pela  diagonal  do  parállelogrammo  construído  sobre 
as  rectas  que  representam  em  grandeza  e  direcçíXo  as  veloci- 
dades (Jo3  movimentos  simultâneos  componentes. 

FiQalmente  resulta  que  sendo  os  espaços  percorridos  no 
naovimeiíto  resultante:  MMi^  Mi  Mi,  M^  ÍI/3  proporcionaes 
aos  espaços  no  mesmo  tempo  percorridos  nos  movimentos 
componentes,  o  movimento 
resultante  é  também  uni- 
fonne. 

Suppondo,  pois,  um  ponto 
fig-  (2)  m  sujeito  a  duas  im- 
pulsões de  velocidades  Vi  e  v^ 
representadas  em  grandeza  e 
direcção  pelas  rectas  mm'  e 
'w^i", construindo  o  parállelo- 
grammo mm'  mi  m",  a  dia- 
gonal mmi  será  a  velocidade 
do  movimento  uniforme  re- 
sultante, em  grandeza  c  di-     ^  rig.  2 
recçfio.  Designando  por  e  o  angulo  das  velocidades  compo- 
ofiates,  jpor  «  o  angulo  de  Vi  ou  mm'  com  T^ou  mm^,  por  ?  o 
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angulo  denjou  mm"  com   V,  teremos,  entre  os  elemento^^* 
da  questfio  fundamental,  as  relações  : 


Como  sobre  uma  recta  tomada  para  diagonal,  é  posslví 
construir-3e  uma  infinidade  de  parallelogrammos,  é  clara 
que,  dado  um  movimento  uniforme  de  velocidade  r,  podem 
determinar  uma  infinidade  da  movimentos  uniformes  c 
pazes  de  combinados  terem  como  resultante  esse  movimen^ 
considerado.  Esta  operaçSo  conslitue  a  decomposição  do  m^ 
viraento  que,  ao  contrario  da  composiçSo,  é  inteirameid 
indeterminada. 

Representando,  por  exemplo,  íig.  (3)  por  ma  uma  i 
locldade  conhecida  de  que  se  acha  animado  o  ponto  i 
yn,  com  a  recta  mo  como  dfagj 

7  ^  nal  poderemos  construir  j 
parallelogrammos  m  a  oj 
m  CO  s,m  e  o  n,  etc,  em  d 
os  lados  dous  a  dons  (lâ 
mrj,  (me,  ms),  (me,  mn), 
representnrSo  as  velociãad 
'"^' '  dequesiraultaneamented 

achar-se  animado  o  ponto  m,  para  ler  como  resultante 
velocidade  mo.  Poderíamos  levar  ainda  mais  longeaopepad 
decompondo  a  velocidade  dada  em  duas  outras  e  cada  un 
destas  em  outras,  de  sorte  que  assira  chegariamus  a  formufl 
a  velocidade  considerada  como  resultante  da  acçHo  simig 
tanea  de  muitas  ouiras. 

O  problema  directo  ô,  por  conseguinte,  sempre  deterrd 
nado,  isto  é,  dado  um  conjuncto  de  impulsões  simultand 
actuando  sobra  um  ponto,  esses  movimentos  teem  semprs  g 
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nniCQ  resultante  equivalente ;  o  problema  inverso  é  essencial- 
roeDleÍiidelermliiado,istoé,a  uma  impulsão  dndo  corresponde 
wna  infinidade  de  outras  que  h  podem  ter  como  resultante, 
de  modo  que  eaaa  impulsflo  pude  ser  decomposta  em  ura 
numero  qualquer  de  impulsões  e  segundo  direcções  pedidas. 
A  composição  dos  movimentos,  apreciada  segundo  a  lei 
de  Galilto,  nos  levando  a  formular  a  regra  fundamental  do 
parellelogrammo,  nenhuma  hypothesG  exigiu  relativamente 
ao  angulo  formado  pelas  impulsOes  primitivas  nem  sobre  o 
sentido  das  velocidades  correspondentes ; 
ora  podendo  esse  angulo  variar  do  o  a 
tW»  e  fis  velocidades  podendo  ser  nestes 
cosce  extremos  no  mesmo  ou  em  sentidos 
contrários,  é  indispensável  mostrarmos  ç/ 
qie  Bemelhajite  questilo  acha-se  com- 
prehendida  no  tliecrema  Amdamental, 
"PfJiBS  mascarado  pela  coincidência  dos 
elementos  do  parallelogrammo,  nesses 
liniiles  reduzido  n  uma  mesma  linha 
«da. 

Consideremos  um  ponto  m  suhmet- 
lido  a  duas  impulsões  simultâneas  cujas 
'eloddades  em  grandeza  e  direcçfio  sejam 
representadas  por  mm'  =  «(,  e  niinj  =  Vj 
^S-(i),  formando  entre  si  um  angulo  m' 
"w^-Segundo  o  Iheorema  fundamental, 
no  Sm  da  unidade  de  tempo  a  poaiçSo  do 
niovel  será  c',  extremo  da  diagonal  do 
pBwllelogrammo  m'  mm^c'.  Suppondo  õí 
ftra  a  direcção  da  velocidade  i?i,  isto  é, 
da  recta  mm^  e  variando  a  da  veloci- 
dade B|.  ou  mm' de  modo  a  augmentar  o 
upilo  por  ellas  íbrmado,  quando  a  direcção  de  Oi  for  mm"  o 
íKovel.  no  fim  da  unidade  de  tempo,  se  achará  em  c" ;  quando 
tormm"",a  posiçSo  do  movei  no  fim  do  mesmo  tempo  será 
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c  ,  quando  for  mm"'\  a  po'5ira)  do  movei  será  c"",  etc, 
como  as  diagonaes  dos  par.%llologrammos  construídos  sobre  j 
velocidades  componentes  representam  em  grandeza  e  dirccçi 
a  resultante  destas  velocidades,  vê-se  que,  à  proporçõo  que 
angulo  por  ellas  formado  vai  augmentando,  a  velocidaí 
resultante  vai  diminuindo,  e  a  grandeza  desta  obtenv: 
unindo  o  ponto  m  á  extremidade  c'  do  lado  m^  c\  parelle 
e  igual  á  velocidade  Vi  qualquer  que  seja  a  direcçôo  desta. 

Por  conseguinte  quando  o  angulo  entre  f ^e Oj  for  de  18C 
istoé,  quandots  impulsões  actuarem  na  mesma  direcçõo  e  e 
sentidos  contrários  a  recta  mm*  estará  em  mmij  e  o  lac 
mj  c*  coincidirá  com  m^  m^ ;  nestas  condições,  a  resc 
tante  será  a  recta  mm^  que  une  o  ponto  m  6  extremidac 
m3do  lado  m^c^  recta  igual  á  dlffcrença  entre  mm^  e/J 
^1  Pu  igual  a(í?2  —  Vi),  i&to  éí,  quando  um  corpo  for  sa 
mettido  a  duas  impulsões  slmuUanefiS  actuando  na  mesir 
direcção  e  em  sentidos  contrários  a  velocidade  rcsultan 
será  igual  a  diflerença  entre  as  velocidades  componentef 

Ctomo  consequência  resulta  que  no  caso  de  serem  i 
velocidades  componentes  iguacs,  a  velocidade  resultante  sei 
nulla  e  o  ponto  permanecerá  em  repouso,  o  que  nos 
indicado  claramente  pela  imagem  geométrica,  pois  qi 
sendo  entoo  mm^  ^mm'  =^mi  c\  quando  m^  c'  coincidir  coi 
m^m  o  ponto  m^  coincidirá  com  o  ponto  m,  de  forma  qi 
a  recta  resultante  mm^  reduzir-se-ha  ao  ponto  dado  m . 

Supponhamos  agora  o  ponto  m  submcttido  a  du< 
impulsões  simultâneas  mm'  e  mm^  fig.  (5)  de  velocidadi 
mm'*^  Vi  e  mm^  =  rj.Mantendo  fixa  a  direcçi5o  de  mm^ou  i 
e  fazendo  variar  a  de  mm'  de  modo  a  diminuir  o  angu 
por  ellas  formado,  quando  a  direcçõo  de  mm'  for  mm'' 
movei  no  fim  da  unidade  de  tempo  seechtrá  na  posiçi 
c*',  quando  a  direcçáo  de  Vi  for  mm'",  no  fim  do  mesn 
tempo  o  movei  estará  em  c'"  e  assim  por  diante.  A  i 
sultante  representada  pela  recta  que  une  o  ponto  m 
extremidade  c'  do  lado  m^  c'  igual  e  parallelo  á  \'elocidade  \ 


MECÂNICA  GERAL 


21 


>/ 


irá  augmentando  á  proporçõo  que  este  lado  approximar-se 
da  C3iiicidencia  com  a  recta  mra^ ;  quando  se  der  çst€^ 
coinc'(lencia  e,  portanto,  íor  nullo  o 
angulo  entre  as  velocidades  compo- 
nentes m/?i'  e  mm2^  o  i)onto  c'  coinci- 
dirú  com  m^  e  a  resultanle  será /n^/73 
ouasomma  de  mm^  =  v^  e  ni^  m^  =  í?^, 
isto  é,  Fendo  um  ponto  s:ijelto  a  duas 
impulsões  simultâneas  dTgidas  na 
mesma  dirccvQo  e  sentido,  a  velocidade 
resultante  é  igual  á  somma  das  ve- 
locidades cjmponcntes. 

Como  consequenca  resulta  que  si 
^1  =  ^2,  a  velocidade  resultante  é  o 
dobro  dfis  vtlxidadas  componentes  ; 
si  uma  das  velocdades  cjmpjnentes 
fôpodubro  da  outra,  a  rcí^ultantc  será 
o  triplo  da  velocidade  commum,  e 
fi^m  por  dianie:  todos  estes  resul- 
tados, cjmo  vamos  ver,  podem  ser  im- 
niediaiamente  obtid.  s  pela  í.pplicaçílo 
directa  da  lei  de  Ge.llôo. 

Supp  unhamos  um  ponto /??<  suje*toa 
dues impulsões smultniie.s  na  mesma 
d-recrõo em  sentdos contriiros, e cujas 
velocidades  í^ejum  em  grandeza  e  dirccçilo  representadas 
%'(6)  p:)r  nut'  =  Vi  c  mni^  =  v^,  Coníorme  aquella  lei  o 
naovimeiíto  do  ponto  effectua-se  sob  acçào  de  cada  impulsão 

rriry 

A 1 ^— ^ 
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como  si  a  outra  deixasse  de  agT ;  o  facto,  pois,  passa-se 
como  si  o  ponto  m,  em  virtude  da  velocidade  Uj,  percorresse 
o<^spaço  mnii  to  me  mo  tempo  (pie  a  recta  mnii  animada 
da  velocidade  Vi  percorre  o  espaço  mtn\ 
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Si  o  ponto  só  se  achasse  animado  da  velocidade  Vi  no  BuíM 
da  unidade  de  tempo  a  sua  situaçSo  seria  nij,  porém  em  "virtu(k 
da  velocidade  Vi  no  fim  desse  terapo  o  extremo  in  da  recta  n 
terá  percorrido  o  espaço  m  m'  de  modo  que  o  outro  extremo  rf 
se  achará  afastado  de  sua  posiçSo  do  uma  quantidade  ' 
igual  a  ri ;  assim,  pois,  em  virtude  da  acçSo  simultauei 
das  duas  impulsões  o  movd,  no  fim  da  unidade  de  tempo,  í 
acliará  na  posiçSo  m^,  tendo  percorrido  um  espaço,  que  reprt 
senta  sua  velocidade  resultante,  igual  a  nim j  ou  a  foj  —  Di/.-^ 

Consideremos  agora  o  ponto  dado  m  flg.  (7),  sujeito  á 
pulsõcs  representadas  pelas  velocidades  m  m'=0|  e  m  oij=Djí| 
na  mesma  direcção  e  sentido, 
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771, 


Somente  sob  a  acç5o  da  irapuls3o  Oi,  no  fim  da  unidade 
de  tempo  a  situação  do  movei  seria  ni,,  como,  porém,  existe 
uma  outra  impulsão,  cujo  effeito,  conforme  a  lei  geral,  é  inde- 
pendente do  da  primeira,  em  virtude  desta  uitima  a  recta 
mmt  percorrerá,  na  unidade  de  tempo,  o  espaço  mm'=£Ji,  de 
modo  que  no  fim  deste  tempo  o  ponto  ni,  se  achard  em  mj 
tendo  descripto  uma  recta  nij  mj=Di,  e  a  situaç5o  do  mov^  i 
será  nij,  tendo  assim  percorrido,  na  unidade  de  tempo,  i 
espaço  ni  rtij  =  m  rUi  +  »ij irtj  =  vi+  Vj. 

Tudo  isto  pôde  ser  algebricamente  confirmado,  poif( 
fàzendo-se  siiccessivameiíte  na  expressão  de  V,  anterior- 
mente estabelecida,  as  hyiMtheses:  x  =  oq'Jí  =  isO  resultai^ 


-2v,v,  =  (v,  -v,/ 


v=  1-,  —  1-, 
o  que  traduz  os  resultados  jâ  obtidos. 
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Da  consideração  do  caso  em  que  os  movimentos  teem  a 
mesma  direcção  e  sentido,  deriva-se,  immediatamente,  a  re- 
lação entre  as  impulsões  e  as  velocidades  corresiwndeiites. 

Si  um  movei  submeltido  a  uma  impulsão  Fi  adquire 
uma  velocidade  ci,  se  submettido  a  uma  impulsflo  dupla 
£Fi  adquire  uma  velocidade  íf,,  a  uma  impulsiio  tripla  3Fi 
uma  velocidade  5p,  eassim  por  diante,  é  evidente  que,  repre- 
sentando-se  por  Fj  a  impulsfio  8  Fi,  por  F3  a  impulsõo  5íi, 
por  Fi  a  impulsão  4  F,  etc,  e  por  Oj,  03,  v^,  etc,  as  veloci- 
dades a  ellas  relativas,  teremos: 

F,       sj\     3  F,  _ 


1^ 

rateio  é 


=  etc. 


isto  6,  as  impulsões  sflo  directamente  proporcionaes  ás  velo- 
cidades por  ellas  produzidas. 

^^^Si  ua  relaçSo 

^^H  ^=  ^' 

^^B  _^ v^ 

f  lomarmos  F^  para  unidade  de  força  e  pj  para  unidade  de 
espaço  leremos:  Fj  =  Oi.  A  impulsfio,  pois,  é  medida  pela 
velocidade  que  produz;  de  sorte  que  serfio  iguacs  todas  as 
impulsões  que  imprimirem  a  um  mesmo  corpo  a  mesma 
velocidade ;  será  dupla  da  oulra  uma  impulsflo  que  ao  mesmo 
corpo  imprimir  uma  velocidade  dupla  da  desta  outra,  e  assim 
por  diante. 

A  estas  conclusões  ainda  podemos  chegar  considerando 
o  questão  sob  o  [jonto  de  vista  estático  dos  impulsões  com 
a  mesma  direcção,  porém  em  sentido  contrario. 

Supponhamosum  ponto  m  submettido  a  duas  Impulsões/ 
ft  actuando  na  mesma  direcção  e  sentidcs  contrários  com 
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as  veloôldades  Vi  e  v^.  Se  o  ponto  m  sob  a  acçõo  simultânea 
dessas  forças^flcar  em  equilíbrio,  as  forças  serfio  equivalentes, 
isto  é,  f  «=./i,  pois  que  a  acçfio  de  uma  destróe  a  acção  da 
outra;  porém,  neste  caso,  sendo  a  velocidade  resultante  nuUa, 
conforme  o  principio  já  estabelecido,  teremos  ri  —  v^^o 

ou  Vi  «  I?j. 

A  neutralisaçfio  das  impulsões,  pois,  determina  a  igual- 
dade das  velocidades,  o  que  mostra  a  equivalência  entre 
este  modo  de  julgar  e  o  anterior. 

Sob  o  ponto  de  vista  dynamico  as  forças  sfio  iguaes 
quando  produzem  velocidades  iguaes  em  o  mesmo  corpo  ;  sob 
o  aspecto  statico  as  velocidades  são  iguaes  quando  relativas 
ás  impulsões  simultâneas  que  se  neutralisanj,  isto  é,  a  im- 
pulsões iguaes. 

Considerando  o  ponto  m  sujeito  a  duas  impulsões  iguaes 
a  /  e  de  velocidade  v  na  mesma  direcç3o  o  sentido,  e  si- 
multaneamente a  uma  outra  impulsôo  F  da  mesma  direc- 
ção e  sentido  contrario  com  velocidade  V,  si  sob  a  acçôo 
dessas  três  forças  o  ponto  se  mantiver  em  equilíbrio,  a  im- 
pulsão F  neutralisará  a  acçôo  da  impulsílo  2  f  e^  por  con- 
seguinte, leremos  que  F=  2f  ;  porém  sendo,  neste  caso, 
a  velocidade  resultante  nulla  e  esta,  segundo  o  estudo  ante- 
rior, igual  á  differença  entre  as  velocidades  componentes, 
resulta  :  V—2  v  =  o  o\x  V=  2  v. 

Por  conseguinte,  si  daâ  impulsões  simultâneas  que  se 
neutralisam  uma  é  igual  ao  dobro  da  outra,  a  velocidade  da 
primeira  será  igual  ao  dobro  da  velocidade  da  segunda.  Si 
uma  das  forças  é  o  triplo,  o  quádruplo,  o  quintuplo,  etc,  da 
outra  que  a  neutralisa,  teremos  respectivamente : 

F«5/-,  V-5i?,  F«^/;  y— -^r,  F— 5/*,  V  =  5i?,  etc. 

d 'onde : 

JL^^ Í^«JL,  etc. 

sendo  v,  i?4,  i?i,  etc,  as  velocidades  relativas  ás  impulsões, 
A/é,  itc 
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As  le's  de  Kepler  e  Galilêo  constituem  uma  base  indu- 

ctiva  suflBciente  para  a  elaboração  inicial  da  dynamica,  em- 

quaato  as  espec:ulações  sobre  o  movimento  limitarem-se  ás 

^í^nslações,  casos  em  que  os  corpos  sao  sempre  reductiveis 

®  ^nn  ponto ;  desde,  porém,  que  procurarmos  considerar  a 

^guinda  parte  do  problema  fundamental  da  mecânica,  torna- 

^  í  ri  dispensável  uma  terceira   lei,  concernente  aos  conflí- 

^^^>     e  que  então  ahi  prevalece  sem  todavia   dispensar  o 

'^^r-so  permanente  das  duas  primeiras. 

^Esta  lei,  devida  a  Newton,  consiste  na  igualdade  e  op- 
posi^^Q  constantes  entre  a  acção  e  a  reacção,  uma  ve^g 
que   ^3'iias  sejam  convenientemente  medidas. 

Cibtida  por  inducçflo,  principalmente  baseada  na  apre- 
ciaç^^  do  phenomeno  do  choque,  ella  pôde  ser  |considerada 
^"^^^  um  caso  particular  de  uma  outra  universal,  formu- 
ladíx  por  A.  Comte,  a  qual  consiste  em  que  ha  sempre  equi- 
^^^^^^cia  entre  a  acção  e  a  reacção,  si  suas  intensidades 
^ão   ^^edidos  conforme  a  natureza  de  cada  conjlicto. 

Sob  esta  forma  geral  a  lei  pôde  ser  verificada  em  todas 
^  ^^"rdens  de  phenomenos,  mesmo  os  mais  complexos. 

lias  sociedades,  por  exemplo,  o  código  penal  tem  pre- 
^'S^X^iente  por  objecto  substituT  as  reacções  individuaes, 
K)rr:rxuiando  do  melhor  modo  a  equivalência  necessária  entre 
fl  ^^^^cçfio  social  e  as  acções  individuaes,  entre  as  penas  e 
^  c3elicto8  commettidos  ;  occasiões  ha,  porém,  em  que  o 
^^^*licto  é  ttío  violento  que  a  reacçõo  manifcsta-se  imme- 
dia t ^ntjejite  equivalente  ó  acção:  é  o  caso  do  lynchamento, 
^^  sabiamente  resumido  pelo  bom  senso  popular  no  adagio: 
^^^#n  com  ferro  fere,  com  ferro  será  ferido. 

A  consideração  da  lei  de  Newton  leva-nos  a  completar  o 

^^Vi^do  da  comparação  das  impulsões  tomando  em  considera- 

^^     um  elemento  até  aqui  posto  de  parte,  mas  cuja  influencia 

^^"^ange  indispensável  apreciar  desde  que  se  passa  a  tratar  da 

^^^>^municaçõo  mutua  do  movimento  entre  corpos  reunidos 

P^^  um  determinado  modo  dQ  ligação,  esw  elemento  4  a  massok. 
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Segundo  a  lei  de  Galilêo,  vimos  que  si  impulsões  actua 
sobre  corpos  IgLiaes  a  sua  avaliação  pôde  ser  feita  mediBn|| 
as  velocidades  por  ellns  produzidas;  si,  porém,  dcixarmoad 
considerar  o  mesmo  corpn  ou  corpos  iguees  para  tratar  d 
corpos  tlifTerenles,  a  simples  consideração  da  velocidade  toí 
na-se  insufflclentc,  iio"s,  como  mostra  a  mais  ligeira  obs 
vaçiSo,  corpos  Ue  massas  tlesiguaes  exigem  forças  differentfl 
para  imprimir-lhes  a  mesma  velocidade. 

Si  tomarmos,  por  exemplo,  uma  pequena  bala  de  chumbo 
c  a  atirarmos  n  uma  certa  distancia,  desenvolveremos  para 
isso  um  certo  esforço  muscular;  si  procurarmos  lançar  i 
mesma  distancia  uma  outra  bala  muito  maior,  contendo  p 
tanto  maior  massa,  o  esforço  muscular  necessário  torna-a 
maioi*,  de  modo  fiue,  considerados  os  dous  movimentos  indei 
pendentemente  do  motor,  suppondo  iguaes  os  tempos  gasta 
por  um  e  outro  movei,  e  tomando-o  para  unidade,  si  formol 
avaliar  as  forças  que  actuam  sobre  os  dous  corpos  somente" 
pelas  suas  velocidades  essas  forças  serfio  julgadas  iguaes, 
quando  realmente  nSo  sflo. 

Esta  influencia  da  massa  manifesta-se  e  de  um  modo 
precisa  nas  experiências  relativas  ao  plienomeno  do  clioque. 

Tomando-se  duas  espheras  iguaes  m  e  ni,,  perfeitamente 
duras  e  imprimlndo-se-Uics  velocidades  iguaes  na  mesma 
direcçQo  e  sentidos  contrários,  npús  o  choque  ellas  ficam  em 
repouso  ;  mantendo  as  mesmas  veloculades  e  augmenlando  a 
massa  da  esphera  m,  dado  o  conflicto,  as  duas  movem-se  no 
sentido  do  movimento  da  esphera  cuja  massa  foi  augmen- 
tada.  Ora,  si  quando  as  mas^sas  eram  iguaes  as  impulsões 
que  animavam  os  dous  moveis  nculiralisoram-se  apus  o  cho- 
que, si  augmenlando  a  massa  de  uma  delias,  após  o  con- 
flicto, esta  arrastou  a  outra,  6  claro,  ^isto  a  constância  da 
velocidade,  que  o  augmenlo  da  mossa  determinou  accrescimo 
na  energia  da  força  de  que  se  achava  animado  o  corpo  cor- 
respondente, Suppondo  a  esphera  m  de  menor  diâmetro  que 
mi,  dtmínuíiidu  portanto  sua  massa,  e  mantendo  ainda  a 
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mesma  velocidade,  após  o  choque  as  duas  espheras  movem-ee 
no  sentido  do  movimento  da  esphcra  mi  de  maior  massa; 
ora,  si  quando  fis  massas  eram  iguaes  as  duas  impulsões 
neutra lisavam-se  e  depois  da  diminuíçíSo  da  massa  da  es- 
phera  m  esta  é  arrastada  pela  esphera  nii,  concUie-sequea 
diminuição  da  massa  na  eapliera  m  determina  uma  dimi- 
nuição na  energia  do  for(;o  que  n  animava. 

Os  mesmos  resultados  leremos  si  mantivermos  as  mas- 
^^"^s  mesmase  fizermos  variar  a  velocidade  da  csphera  m. 

í^^stas  experiências  resulta  que  dous  elementos  concor- 
'^'n  l>ara  julgar-se  da  energia  de  uma  for<;a :  a  velocidade  e  a 
"**^^^c^,e  de  modo  tal  que  mantendo  uma  delias  constante 
^^^  energia  cresce  ou  decresce  quando  cresce  ou  decresce  o 
outra  elemento. 

^*jppondo,  pois,  forças  Iguaes  actuando  sobre  dous  corpos 
^  ^'"  l>riinÍndo-Uics  iguaes  velocidades,  conclue-se  que  os  cor- 
I*'®  *-«aem  a  mesma  maasa. 

-^-  toiísideraçõo  da  massa  referida  ao  espaço  leva-noa  a 
^icnceber  o  ponto  nao  mais  como  em  geometria,  abs- 


aJii 


ralil^^Q  de  suas  dimensões  para  só  ulilisal-o  aos  deter- 
"'^■^^ões  de  síluaçflo,  porém  como  constituído  de  massas 
^'^ untares  que  por  sua  aggregaçau  formam  nsmnssasdos 

■t)e  repetidas  experiências,  sobretudo  relativas  ao  choque, 
■^■cjd-ae    a  estabelecer  o  principio  que  as  impulsOes,  do 
"''**>io  modo  que  para  com   as   \í'locidade3,    sSo  propor- 
^*es  âs  massas,  principio  que  pôde  ser  abstractamente 


CIOT*. 

*°'^*>pretado. 

Cjjnsideremos  um  ponto  de  massa  m  sujeito  ó  impulsão 
'  ^  ^nimadode  uma  velocidade  v  ;  suppondo  um  outro  ponto 
^Xesraa  massa  reunido  ao  primeiro,  a  massa  do  conjuncto 
^^*^  2m  ;  si  este  conjuncto  continuar  sujeito  somente  â 
acç^Q  da  força  /  a  velocidade  anterior  v  modifica-se,  como 
'^í^tra  a  experiência  ;  concebendo,  porém,  uma  outra  força 
/  'fe\:al  á  primeira  e  imprimindo  ao  segundo  ponto  a  mesma 


Sft  MECÂNICA  GERAL 

velocidade  r,  parallela  á  primeira  e  no  mesmo  sentido,  o 
systema  mover-se-ha  cDm  a  velocidade  c,  porém  devida  á 
acçõo  de  uma  força  2f. 

Por  conseguinte  para  manter  a  mesma  velocidade  du- 
plicando a  massa  foi  preciso  conceber  duplicada  a  força, 
de  modo  que  si  dous  corpos  movem-se  c  jm  a  mesma  velo- 
cidade e  o  primeiro  tem  a  massa  dupla  da  do  segundo 
conclue-se  que  a  impulsão  do  primeiro  é  dupla  da  impulsiio 
do  segundo. 

Juntando  aos  dous  pontos  um  terceiro  da  mesma  massa 
m,  a  massa  do  corpo  será  5/n,  e  si  este  continua  somente  sob 
a  acçílo  da  impulsão  2f  a  velocidade  v  modiflca-se  ;  si, 
porém,  imaginarmos  uma  outra  impuMo/,  igutl  e  parallela 
ós  duas  primeiras,  actuando  sob  o  terceiro  ponto,  o  corpo  se 
deslocará  com  a  mesma  velocidede  í?,  resultante  porém  da 
acçno  da  impulsõo  5/*,  de  modo  que  para  manter  ao  corpo  Sm 
a  velocidade  anterior  y,  torna-se  necessário  triplicar  a 
força.  E  assim  por  diante. 

Consideremos  agora  dous  corpos,  um  composto  de  n 
pontos  de  massa  m  e  o  outro  de  rí  pontos  também  de  massa 
m ;  as  massas  dos  dous  corpos  seráo : 

U  =  nm,    M  =  n'm  (I) 

Supponhamos  que  uma  impuisfío  F  imprime  a  M  uma 
velocidade  v>  e  uma  impulsão  F'  imprime  a  M'  uma  veloci- 
dade i?',e  que  represent-mdo  por  y©  a  unidade  de  espaço 
e  h  e  k  números  inteiros,  tenhamos  : 

V  s=  h  Vo      v'  =  h  Vo  (2) 

Considerando  a  força  F  composta  de  n  forças  iguaes  a  /, 
sendo  f  capaz  de  imprimir  a  um  ponto  de  massa  m  uma 
velocidade  v,  teremos : 

F^nf  (3) 

Suppondo-se  cada  um  dos  n  pontos  do  corpo  iV/movendo-se 
sob  a  acçôo  de  uma  impulsão  /,  actuando  paralelamente  e 
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no  mesmo  sentido  da  força  F,  o  movimento  de  M  sob  a  acçôo 
dessas  n  forças  será  o  mesmo  que  sob  a  acção  da  força  F. 

Seja/'  uma  impulsõo  que  imprima  ao  ponto  de  massa 
m  uma  velocidade  igual  a  Vo  ao  mesmo  tempo  que  f 
lhe  imprime  uma  velocidade  o.  Sendo  o  ponto  o  mesmo, 
segundo  a  lei  de  Galilèo,  estas  duas  forças  são  proporcionaes 
ás  velocidades, 


d*onde: 


porém : 


d'onde : 


V   ^m  h  V» 


f^hf 

Substituindo  este  valor  na  relação  (3),  resulta 

Ft=.  nh  f 

Porém  as  expresssões  (2)  e  (1)  dão  : 


d'onde : 


- 

V 

» 

n 

M 

F 

r 

» 

M 
m 

m 

Tomando  a  massa  m  para  unidade  de  massa,  a  força  / 
para  unidade  de  força,  isto  é,  tomando  para  unidade  de 
força  a  força  que  Imprime  á  unidade  de  massa  uma  veloci- 
dade Vo  igual  á  unidade  de  espaço,  resulta  : 

F  ^  Mv. 

Assim,  pois,  as  Impulsões  medem-se  pelo  producto  da 
massa  pela  velocidade ;  a  este  producto  denomina-se  quan- 
tidade  de  mooimento. 
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O^nsiderando  do  mesmo  modo  a  força  F  composta  de 
n'  forças  /*,  capazes  de  actuando  sobre  o  ponto  m  imprimir- 
Ihe  lima  velocidade  t?',  e  seguindo  a  mesma  marcha  ante- 
rior, teremos  : 

F'  =  M  v' 
d 'onde: 

F  Mv 


F  Mv' 

isto  é,  as  impulsões  sfio  proporcionaes  aos  productos  das 
massas  pelas  velocidades  correspondentes,  ou  as  quanti- 
dades de  movimento  por  ellas  produzidas. 

Formulada  a  maneira  de  avaliar  as  forças,  vamos  agora 
apreciar  a  theoria  mathematica  da  communicação  dos  movi- 
mentos nos  casos  mais  simples,  nos  quaes  a  verdade  do 
principio  newtoniano  apparece  de  um  modo  admirável. 


ESTUDO  DO  CHOQUE 


Nesta  questão  consideraremos  três  casos:  osdous  casos 
extremos  em  que  os  corpos  suo  perfeitamente  duros  ou  perfei- 
tamente elásticos  e  o  caso  intermediário  de  uma  elasticidade 
imperfeita. 

Supponhamos,  pois,  dous  corpos  A^  e  A^  perfeitamente 
duros,  de  massa  trí  e  m^  animados  das  velocidades  Vi  e  t?j, 
na  mesma  direcção  e  sentido,  sendo  Oi  maior  que  Dj. 

Dado  o  choque,  desenvolve-se  no  ponto  de  contacto,  por 
l)arte  de  Ai  uma  acção  sobre  ^^,  tendendo  a  augmentar  sua 
velocidade,  e  por  parte  de  A^  sobre  Ai,  uma  reacção  igual 
i'  contraria  tendendo  a  diminuir  a  velocidade  y^. 

l'lsto  conflicto  mantem-se  até  que  augmentando  a  velo- 
rUlude  Tj  e  diminuindo  Vi  as  duas  tornam-se  iguaes  e  então 
uH  (lous  corpos  mover-se-hão  juntos  com  uma  velocidade 
commum  V. 
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Em  taes  condições  o  corpo  Ai  terá  perdido  de  sua  ve- 
locidade uma  quantidade  igual  a  (o^ — V)  e  o  corpo  A^  terá 
ganho  uma  quantidade  igual  a  (V — v^);  a  impulsõo  relativa 
ao  primeiro  terá  perdido  de  energia  a  quantidade  m^  {vi  —  V) 
e  a  impulsão  relativa  ao  segundo  terá  ganho  a  quantidade  m^ 

(V— 1?0. 

Em  virtude  da  lei  de  Newton,  temos: 

d*onde : 

formula  que   nos  dá  n   velocidade    commum    depois  do 
choque . 

Si  o  corpo  i4f  está  em  repouso  temos  v*=^o,  d'onde: 


m^  +  ^'í 


Si,  além  disto,  a  massa  m^   é  infinitamente  grande, 
teremos: 

isto  é,  o  corpo  Aij  depois  do  choque,  ficará  em  repouso. 

Suppondo  a  velocidade  v^  negativa,  isto  é,  suppondo  os 
corix)s  movendo-se  em  sentidos  contrários,  resulta  : 

Considerando  neste  caso  as  massas  iguaes  e  iguaes  as 
velocidades,  teremos : 

isto  é,  dous  corpos  animados  da  mesma  velocidade,  tendo  a 
mesma  massa,  chocando-se  segundo  uma  mesma  direcção 
e  em  sentidos  contrários  ficam  em  repouso. 
Passemos  ao  segundo  caso  extremo. 
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Si  os  corpos  Ai  e  A^  são  perfeitamente  elásticos,  a 
apreciação  do  phenomeno   fica   reduzida   a   considerações 
idênticas  ás  do  coso  anterior,  considerando-se   o   choque 
constituído  por  dous  pericdos :  no  primeiro  o  corpo  Ai  actua 
sobre  A^  deformando-o  em  consequência  da  elasticidade,  e 
tendendo  a  augmentar  sua  velocidade  i?j ;  o  corpo  A^  reage 
contra  Ai ,  também  deformando-o  e  tendendo  a  diminuir 
sua  velocidade  í?i,  isto  até  que  Ai  tendo  perdido  uma  parte 
da  quantidade  de  movimento  igual  a  m^  {Vi  —  V)  e  A^  uma 
parte  igual  a  mj  ( V— Oj),  os  dous  adquirem  uma  veloci- 
dade commum : 

Passado  este  instante  nõo  exercendo  mais  acção  nenhu- 
ma um  corpo  sobre  o  outro,  e  a  deformação  mutua  tendo 
attingido  o  seu  limite,  voltam  os  corpos  a  forma  primitiva 
em  virtude  da  elasticidade,  que  então  desenvolve  reacções 
equivalentes  á  resistência  da  compressão  do  primeiro  periodo, 
restituindo  assim,  em  sentidos  contrários,  uma  velocidade 
igual  á  perdida  no  primeiro  periodo. 

Nesta  segunda  phase,  inteiramente  devida  ô  acçSo  da 
elasticidade,  o  corpo  Ai  perderá,  pois,  mais  uma  parte  de  sua 
velocidade  igual  a  (Vi  —  Vj  e  o  corpo  .4^  adquirirá  mais  uma 
parte  igual  a  (V—v^),  de  sorte  que  a  velocidade  final  do 
primeiro  será  : 

tj,  —  5  (  t?,  —  v  )  =  2  y  —  t?4  =  t?'  . 
e  a  do  segundo  : 

v^  +  2  (   V  —  t?,  )  =  2  y  —  r,  =  t)" 

Substituindo  V  por  seu  valor,  resulta : 
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Para  obtermos  as  formulas  no  caso  em  que  os  dous 
^i^pos  movem-se  em  sentidos  contrários,  basta  substituir  v% 
P^i*  — v^  o  que  dá  : 

V    = j ,      t)     S3B a 

fW|    -f-   ÍW,  Wj    -f-   *ll| 

foj  Suppondo  as  massas  iguaes  e  o  corpo  A^  em  repouso» 

istoé, 

Wl,    =    »lj     ^     Vj    e=    0^ 

Resulta: 

v'  =  o,   ©"  «  Vj 

^  <íue  indica  que  o  corpo  que  choca  fica  em  repouso  e  o  que 
^íava  em  repouso  adquiro  uma  velocidade  igual  áquella  com 
^^^  íbi  chocado. 

Considerando  A^^  em  repouso  e  nii    differente  de  m^ 

V      =■» j V       — 

tWj    -|-   Wj  íllj    -f-   tWj 


ou 


'.  (-:;  -  'I        l'. '- 

I  *  '  fl 


i  neste  caso  suppuzermos  m^  extraordinariamente 
ésí^rxfje  eni  relação  a  mi,  estes  dous  valores  daruo  suc- 
^^^Ixamente: 

^^^   ^,  quando  m^  puder  ser  considerado  infinitamente  grande, 
^  ^^Xocidade  do  corpo  que  produz  o  choque  lhe  será  restituída 
^^    ^ritido  contrario ;  é  o  caso  na  pratica  observado  de  uma 
^^^  elástica  atirada  normalmente  a  um  paredão. 

Mecânica   3 
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Consideremos,  finalmente,  a  hypotheseemqueas  massas 
sfio  as  mesmas,  as  formulas  (a)  não  dâo  :  ' 

V"     =     ©I  fj'     =3       —     I?, 

O  que  nos  mostra  que  os  corpos  trocam  as  velocidades. 
SI  o  corpo  A^  está,  além  disso,  em  repouso  ou  si  v^  ==  O 
resulta  : 

I,"  ^  t>,  ,    v'  ^  o 

isto  é,  o  corix)  movei  Ai  fica  em  repouso  e  o  outro  A% 
move-se  com  a  velocidade  Vi  do  primeiro  — . 

Esta  troca  de  velocidades  entre  os  corpos  elásticos  da 
mesma  massa  foi  apresentada  por  Iluyghens  de  uma  ma- 
neira muito  curiosa,  para  que  a  deixemos  de  citar. 

EUe  admittia  como  principio  experimental  que  dous 
corpos  elásticos  iguaes,  animados  da  mesma  velocidade,  na 
mesma  direcção  e  sentidos  contrários,  chocando-se  refle- 
ctem-se  com  a  velocidade  commum. 

Isto  estabelecido,  supponhamos  um  individuo  em  uma 
embarcação,  tendo  em  cada  uma  das  mãos  um  fio  em  ciyas 
extreíiiidados  estão  suspensos  dous  corpos  iguaes  A  e  B^  o. 


J) 


que  ao  mesmo  tempo  quo  a  ombarcMçõo  move-se  com  uma 
velocidade  uniforme  v  de  A  para  B^  elle  approxima  03  dous 
corpos  com  uma  mesma  velocidiide  6\. 

Si  a  embaraição  estivesse  immoveU  pí.ra  um  ol^servador 
coUocado  no  terreno,  o  clioquo  teria  logar  no  meio  da  dis- 
tancia AB  ;  porém  para  esse  observador  o  corpo  A  animado 
de  duas  velocidades,  uma  v  a  do  navio,  outra  Vi  devido  á  im- 
pulsão, ambas  no  mesmo  sentido,  terá,  antes  do  choque,  uma 
velocidade  (i\  H-  t),  conforme  n  lei  de  Galilèo;  e  o  corj^j 
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B  animado  de  duas  velocidades  vcvi  em  sentidos  contrá- 
rios, apresentará  antes  do  conflicto  uma  velocidade  (oi —  v). 
Representando  por  O  D  a  velocidade  v,  sendo 

Ao  —  V,  =a  BO 
temos  que 

BD  =  f,  —  t)  e  ÁD  =  Vj  +  t?. 

Para  o  observador,  pois,  o  choque  dú-se  no  ponto  i),  no 
fim  da  unidade  de  tempo. 

Como  os  corpos  são  iguaos  c  estão  animados  da  mesma 
velocidade  Vi  para  quem  se  acha  na  embaraiç^o,  secundo  o 
principio  base,  oi)()S  o  conflicto  cUes  reflcctem-se  com  a  ve- 
locidade Vi  commum,  o  corpo  A  movendo-se  no  sentido  DA  e 
o  corpo  B  no  sentido  DB . 

Para  o  observador,  após  o  choque  em  Z),  tendo  a  em- 
barcação percorrido  um  esi>aço  v  e  movendo-se  o  corpo  A  de 
D  para  A  com  velocidade  í\,  este  corpo  se  achani  animado 
de  duas  velocidades  em  sentidos  contrários  v,  e  í^i  e  portanto 
da  velocidade  (Vi  —  o)  que  é  a  velocidade  de  que  se  achava 
animado  B  antes  do  choque ;  e  o  03rix)  B,  após  o  choque, 
movendo-se  com  velocidade  Vi  de  D  para  B  e  o  navio 
movendo-se  com  veloc^idnde  v  no  mesmo  sentido,  terá  para  o 
observador  uma  velocidade  (Vi+Cy),  pois  que  as  duas  de  que 
se  acha  animado  são  no  mesmo  sentido;  istoé,  o  corpo  B 
mover-se-ha  com  a  velocidade  do  que  se  achava  animado  A 
antes  do  choque. 

O  observador,  p^is,  verifiairá,  queai)ós  o  conflicto,  troca- 
ram-seas  velocidades  dos  douscorix)S. 

Consideremos  o  caso  em  que  os  corpos  nâo  sõo  perfeita- 
mente elásticos. 

Apreciando  o  gráo  de  eiatticidade  pela  quantidade  e  da 
velocidade  que  ao  corpo  é  restituída  em  sentido  contrario  si 
chocar  um  plano  immovel  perfeitamente  duro,  temos  que  no 
segundo  período  do  conflicto  a  reacçfto  da  elasticidade  dimi- 
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Applícando,  pois,  a  formula  obtida  para  este  caso : 


^v--.-. 


tetDOS^  substituindo  ri  por  a  cos  «  : 

■t.   «  COf  s 

r   =  — 

-t  +  «, 

Designando  por  Vg  a  velocidade  final  e  sendo  esta  a  resul- 
tante de  r'  e  a  sen  «,  perpendiculares  entre  â,  teremos  : 

3.»  —  n  espheras  de  elasticidade  commnm  e  e  massas 

nii,  m^,  nia ma ,  acham-se  dispostas  em  linha  recta  ; 

a  primeira  choca  a  segunda  com  uma  velocidade  a,  pede^se 
a  velocidade  adquirida  pela  ultima  esphera. 

A  formula  geral  para  a  velocidade  final  da  segunda 
esphera  é : 

^  „  _ni^  a  +  w,  a'       m^  g  (  a  —  o'  ) 

Wl,   +    Wí,  "^  «I,    -f-    fW, 

para  este  caso  em  que  á  =  O,  pois  a  segunda  ospliera  é 
supposta  em  repouso,  reduz-se  a : 

V  «  rn,  a(  í  +  e) 

A  segunda  esphera,  pois,  em  consequência  do  choque 
da  primeira,  adquirirá  a  velocidade: 

y  «  w?t  fl  (  /  -f  g  ) 

O  com  ofíta  vol  xúdado  chocará  a  lorcoira,  ouja  volocidado 
Forfi  : 

1-  ^  *"t  ^f  <_í_^  ^  )  -  »^  ^^^  ^  (  /  -f  g  )* 
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Com  esta  velocidade  a  terceira  chocará  a  quarta,  cuja 
velocidade  será  : 


V  -=^íj3J_1±í 


.  a  (  f  +  O' 


e  assim  por  diante ;  h  velocidade  da  esphera  n,  será : 
m     „        (   /+<■  I 


«..  +  ,. 


^.°  —  (i  espheras  perfeitamente  elásticas  de  massas  mi, 
nij,  m^,  ....  mn  acham-se  cotlocadas  em  linha  recta  entre 
ditas  miras  de  massas  m  e  m'  ;  a  primeira  choca  a 
segunda  com  uma  oelocidade  v  ;  determinar  quaes  devem 
ser  as  massas  das  espheras  intermediarias  para  que  a 
velocidade  v'  communicada  á  ultima  esphera  m'  seja  um 
maxinmm.  e  o  limite  para  o  qual  conoerge  essa  velocidade 
maximum  quando  o  numero  de  espheras  cresce  indefi- 
nidamente. 

Considerando  as  três  priraeirHS  espheras  m,  nii  e  mi 
a  formula  geral  deduzida  no  problema  anterior  nos  dó, 
para    velocidade   adquirida  pela  terceira    esphera,  fazendo 


f 


-  +  ' 


,  +  ' 


Determinando  o  mínimo  do  denominador  teremos  o 
maximum  de  »,.  DiíTerenciando  e  igualando  a  zero  este 
denominador,  sendo  a  diirerencia(;3o  em  relação  a  mi, 
reauUa : 
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d^onde  : 


tHj*  =  m  »w, 


Suppondo,  pois,  tres  espheras,  para  que  a  velocidade 
da  terceira  seja  maxinrum  a  massa  da  esphera  intermediaria 
deve  ser  média  geométrica  entre  as  massas  das  que  lhe  são 
adjacentes. 

Consideremos  as  quatro  espheras  m,  mi,  m^  e  mj,  a 
formula  geral  nos  dá  para  velocidade  da  quarta  esphera  m^ : 

t>.   = * — * 


(  m  +  mj  )  (  Wi  +  m,  )  (m,  +  Dl,  ) 

8  m  V 


Para  ter  o  maximum  de  P4,  bosta-nos  determinar  o 
minimum  do  denominador. 

Diíferenciando  este  em  relação  a  m|  e  igualando  a 
derivada  a  zero,  resulta  : 

d'onde  : 


ou 


m,*  =  tWj  m, 

Para  que,  pois,  a  velocidade  da  4»  esphera  seja  ma- 
ximum, a  sua  massa  deve  ser  uma  média  geométrica  entre 
as  duas  massas  adjacentes. 
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Continuando  do  mesmo  modo  teríamos  para  velocidade 
da  esphera  n  +  2  oum'  : 

V  sai    t)'     s=rs 

n  -\-  i  m    m        v 

"^  (  m  +  n»!  )  (  w,  +  tn,  ) (m  +  m        \(m        +  m      \ 

\  n  n  4-  Í/V    n  +  1         M"^/ 


ou  : 


n  +  í 
2  W  t> 


(-^+ ' )  (-s:-+ ' ) (^,^, + ')  ( "+'-t-v. ) 

Para  termos  o  maximum  de  v'  basta-nos  obter  o  mini- 
mum  do  denominador,  difíerenciando  este  em  relação  a  m^.^ 
e  igualando  a  derivada  a  2ero,  resulta  : 

_/.^+/  )(  J«i.  +  í  ) /    m      +  m      \^n 

+(-^+')(t-+') (^  +')-" 

\      n+í  / 

duende  : 

Por  conseguinte  para  que  a  velocidade  v'  da  ultima 
esphera  seja  um  maximum,  é  necessário  que  a  massa  de 
cada  uma  das  espheras  intermediarias  seja  média  geométrica 
entre  as  massas  das  duas  espheras  que  lhe  sSo  adjacentes. 

Vejamos  agora  a  segunda  parte  da  qiiestôo  proposta. 

Para  as  três  primeiras  espheras  m,  m^  e  m^,  temos: 


W|"  s=  m  wi, 


ou: 


m 
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Para  as  espheras,  m^,  m^  e  m^,  temoB  : 

♦W|     ^   Wlj  w. 

Substituindo  m^  por  seu  valor 


(  t)t  m,  )       » 

resulta: 


011  : 


m.^ 

= 

Wl  Wlji 

«».' 

m, 

» 

/    ,n 

\^ 

w. 

\    »"í 

1 

Porém  as  relações : 

ni|*  s=>  m  m,  ,  i>i,*  =  m,  wij  ,  m,*  =■  m,  m^  efe.  (/) 

nos  dâo: 


m  m,  w,  w. 


wíj  m,  m,  m^ 


donde  : 


Para  as  espheras  m,  m^,  m^y  m^emj^j  teríamos 


»«,•  =  m,  •  w^ 


Substituindo-se  m^  por  seu  valor 

(  wi,  m,  )  ' 

temos  : 


Substituindo  /n^  por  seu  valor, 


(  m  >w,  )     , 
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ínlta 


tn 


j*  =3  (  m  m, )  *    »i,  m,* 


Elevando  ao  quadrado: 


<    *v*    4 


tHj^  «-mm,  1»,*  m^ 

■ 
■ 

Substituindo-se  mj  m4  por  seu  valor  ^3*,  temos  : 


u: 


Itol 


doudo  í'is  relações  (1),  resulta: 


m   I    m     \    » 

"mT""!  ^  / 


easim  por  diante 


Sendo  o  índice  da  raiz  em  cada  caso  igual  ao  numero 
è  espheras  intermediarias  entre  a  primeira  m  e  a  ultima 
Ibb  consideradas,  augmentado  de  uma  unidade,  segue-se 
08  para  as  três  ultimas  espheras  m    ,    in     em,       sendo 

O  numero  de  espheras  intermediarias,  entre  a  primeira  m 
a  ultima  m      ou  m ',  teremos : 


í 

í 

• 

»•  + 1 

n+í 

1)1 

/    m 

\         / 

m 

-  ■     ~ 

-^  1 

. 

w. 

'  \  "wr 

/ 

m' 

(2) 
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^ 


Sendo,  como  vimos,  a  velocidade  da  ultima  esp! 


v  = 


2       m  V 


Como 


m       =  w 

n+5 


temos  dindindo  por  ni  : 


2        — rt> 
m 


ou: 


n-fí 


m 


V    = 


(^+'r 


segundo  as  relações  (1),  ou: 


n-^í 


[v]     - 


(^) 


í 


+  ^ 


Attendendo  á  relação  (2),  temos: 


«+i 


+'  +  í 


í  + 


(^)-^ 


ou 


-(n+í  ) 


_ 


f4-++( 


n+l 
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.sendo  : 


i  _1     ,       m 


* 

jpolta^  limitando-nos  aos  dous  primeiros  termos,  e  subeti- 
bdo  o  valor  na  expressão  (3)  : 


L  «  +  i        2         m'  \ 


Lde: 

,.        r  ^  '  /      ,       W  1-  ( n  +  1  ) 


íim     * 


Desenvolvendo  a  potencia,  temos : 

''"         2  (n  +  l  )*  l    2    •     •    m'    j   "*" 

(n  +  i)(n+g)(n  +  J)  /  J^  j»_\» 

"«■  i.  2.  3  {  n  +  1  )*  \    2  •     »»'  /  "*■ 

.(w  +  i)(n  +  g)(n  +  3)(n  +  ^)  l  i    ,     m  \* 

*• /.  2.  3.  ^  (  n  +  i  )'  U    *•  "W")   ■*"*'*' 


i+    " 


n 


/  í_\'  •     í.  2.  5     l    í?    '•    m'    /    +"" 
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Suppondo  n  crescendo  indefinidamente,  temos  : 

i    /    í         m  \«       í      [     í  m     \»    , 


ou  : 


l  n  +  i         2         m'  j  V    m' 


Teremos,  pois : 


Um  —  = 

V 


V 


m 
~m' 


6.0  —  Uma  esphera  perfeitamente  elástica  choca 
plano  Jlxo  e  perfeitamente  liso  com  uma  velocidade  v, 
um  angulo  de  incidência  a,  determinar  em  grandes 
direcção  a  velocidade  depois  do  choque. 

Representemos  por  v'  a  velocidade  final  e  por  p  o  ani 
de  reflexõo. 

Decompondo  a  velocidade  v  segundo  a  normal  e  a  li 
de  intersecção  do  plano  considerado,  com  o  plano  da  nor 
e  da  recta  que  representa  a  velocidade  r,  a  impulsão  fii 
decomposta  em  duas  outros  uma  normal  ao  plano  i^ 
a  V  sen  a  c  outra  secundo  esse  plano,  igual  a  v  cos  «. 

Nao  havendo  attrito,  e.sta  componente  não  é  alter 
mantenelo-se  assim  com j  uma  daG  componentes  da  vel 
dade  final  v' ;  quanto  á  componente  normal,  o  phenora 
re^lisa-se  como  si  a  esi>liera  chocasse  o  plano  diro 
mente  segundo  essa  linha  oní  uma  velocidade  v  sen  o 
como  vimos,  ncsLe  caso  o  corpo  será  reflectido  com  a  mcí 
velocidade,  de  mo;lo  que,  tomada  em  sentido  contrarie 
negativo,  a  componente  v  sen  a  será  também  a  compon< 
da  velocidade  final  v'. 
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Teremos  pois,  que  o  =  r?',  e  como  : 

V  sen  a  s=  «*  sen  p  ,    t>  coí  a  =f  «'  cos  p 

temos  : 

sen  a  sen  p 


eos  a  cos  p 


jtg  d  ^  tg  ^  ,      a  =  p. 


o  choqiie,  pois,  nfio   modifica  a  velocidade,  e  o  angulo  de 
incidência  é  igual  ao  angulo  de  reflexão. 

&.^  —  Uma  esphera  m^  de  elasticidade  e  choca  uma 
outra  igual  m^  m^vendo-se  em  sentido  contrario  com  uma 
velocidade  \i ;  determinar  a  velocidade  com  que  ni(  deoe 
chocar  mj  para  que  após  o  conjlicto  niiJlque  em  repouso. 

A  fórmula  geral  ( c )  nos  dá  para  este  caso,  fazendo  v^ 
negativo : 

OU 

donde,  por  ser  />ii  =  //i^ 

7/'  —  Determinar  as  velocidades  \  i  c*  v^  (///í?  devem 
ter  duas  espheras  ni^  e  ni^  rfe  elasticidade  e  para  (pie 
chocando-se  na  mesma  direcção,  a  primeira  Jlque  em 
repouso  e  a  segunda  continue  a  movcr-se  com  uma  velo- 
cidade  dada  a. 

Nas  equaç^^rs  (c)  (fue  nos  duo  as  velocidades  finí.c^  (U.s 
espheras,  neste  caso,  f<:ízen<lo  v'  ^  o  q  v"  -=  a,  teremos  r.s 
duas  eriuaeõos,  que  nos  pennlttirâo  determinar  n  e  c*: 

a  (  m^  4-  w, )  =«  ;»|  V,  +  wf,  r,  +  m,  tf  Ui  —  m^  e  r,  . 


48  NfECANICA  GERAL 

Tirando  da  primeira  o  valor  de  i?i  e  substituindo  na 
segunda  depois  de  ordenal-as  em  relação  a  í?4  e  i?j,  resulta: 

*  em^  +  cm. 

Substituindo  este  valor  na  primeira  : 

(  em,  —  *W| )  a 


«.  = 


cm,  +  «»»| 


8.0  —  Uma  esphera  m^  c/ioca  co/n  uma  velocidade  V| 
uma  oaíra  m|  em  repouso  ;  dado  o  conJUcto  a  primeira 
deve  jicar  parada  e  a  segunda  deve  mover-se  com  uma 
velocidade  igual  a-;;  da  velocidade  i?4,  pede-se  a  elasii^ 
cidade  e  commum  aos  dous  moveis  e  a  relação  -^^  entre 
as  duas  massas. 

As  equações  geraes  para  este  problema  sõo  as  mesmas 
que  as  do  precedente,  attendendo-se  que  a  velocidade  v' 
neste  caso  deve  ser  nuUa,  a  velocidade  v"  igual  a  -^  e 
que  í?2  =  o,  as  equações  geraes  (c)  nos  dão  as  relações : 

V.  m,  Vm  +  filé  evt 

A  primeira  nos  dá : 


♦»! 


e  a  segunda  : 

'  ^  (^  +  e)  i  +  e 


Í  +  .JÍ1L.       i+  JL 
m,  e 


=5  e 


donde 


e  ■— 


i 


n 


9.<^  —  Duas  espheras  perfeitamente  elásticas  mien^t» 
mx)vem~sa  na  mesma  direcção  e  sentidos  contrários y  com 
uma  velocidade  commum  v^  ;  determinar  qual  a  relação 
que  deve  existir  entre  as  suas  massas  para  que  dado  o 
choque  uma  delias,  Jlque  em  repouso. 
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Fazendo  em  uma  das  equações  geraes  ( a ),  na  1»  por 
exemplo,  a  velocidade  final  por  ella  representada  nuUa,  e  as 
velocidades  antes  do  choque  iguaes,  isto  é,  Vi  =  v^y  resulta  : 

^1  (  ***!  —  ♦'^t )  —  ^^t  Vi  =  O       ou      w,  '-^  3m^^    — 2-  =  — ^— . 

10.  —  n  espheras  durmas  e  iguaes  a  ni  acham-se  cm 
contacto  em  linha  recta  e  entre  si  UgadaSy  duas  a  duas, 
por  Jlos  inextensiveis  iguaes  a  s ;  afasta-se  bruscamente 
a  primeira  imprimindo-Uie  uma  velocidade  v^  segundo  a 
linJia  dos  centros  e  pede-se  o  tempo  necessário  para  que 
a  ultima  esphera  comece  a  mooer-se. 

Sendo  a  velocidade  da  1»  esphera  Vi  c  o  seu  movimento 
sendo  uniforme,  temos: 

f  =  ».  f.  ,  d'onde:  t.    =- 

ti  representa  assim  o  tempo  gííslo  pela  1«  es^[)hera  em  per- 
correr o  espaço  s  ou  em  estender  o  fio,  e  pôr  a  segunda 
esphera  em  movimento.  Esta  achando-so  em  repouso  a  sua 
velocidade,  em  virtude  da  impulsão,  será  dada  pela  formula 
geral,  própria  a  este  caso : 

1?-  —         * 


Sendo,  porém,  as  espheras  da   mesma  massa  />i,  esta 
formula  para  a  questão  proposta  reduz-se  a  : 

mt?.  V, 


V, 


2m 


Designando  \)0T  t^  o  tempo  gasto  por  (^ta  esphera,  ani- 
mada da  velocidade  uniforme  -^,  em  percorrer  o  espaço  ò', 
temos : 

r"  'i  d*onde  :  '*  ^    ^ 


2  "V, 

F/  («te  o  tempo  empregado  pela  segunda  (^phera  para 
tender  o  fio  5  que  a  liga  com  a  terceira,  e  por  esta  em 
movimento. 
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Nestas  condições  a  terceira  esphera  recebe  a  acção  de 
uma  massa  composta  das  massas  das  duas  primeiras,  ou 
2mj  animada  de  uma  velocidade  -^ . 

Sul)Stltuindo,  pois,  na  formula  geral  a  ma^a  m^  por  .Pm, 
m%  por  m,  por  serem  as  espheras  iguaes,  e  v^  por.-^  ,  a 
velocidade  da  terceira  esphera  será  : 

Byiíi  Va  x>. 

V.  =  — 


ôm  3 

r/)m  esta  velocidade  uniforme,  o  tempo  t-^  gasto  i)ela 
tertíelra  esphera  om  percorrer  o  espaço  s  ou  tender  o  fio  que 
a  liga  ajm  a  quarta,  e  pôr  esta  em  movimento,  será  dado 
pela  formula  : 

s  =  —^  t,  d'onde  :  í,  =  — - 

Fazendo  raciocínio  análogo  para  com  a  quarta  esphera, 
a  sua  velocidade  obtém -se  substituindo  na  formula  geral  a 
massa  nii  pela  somma  das  massas  das  três  primeiras  es- 
pheras ou  3my  rrii  por  m  e  v^  por  -y-,  do  que  resulta 

V,  —  *    —       ' 


*  4,3  m 


O  tempo  gasto  por  esta  esphera   para  pôr  a  quinta  em 
movimento  será  dado  pela  equação  : 


Ii-  t 


d'onde 

Comparando  estes  resultados  conclue-se  que  o  tempo 
gasto  pela  penúltima  esphera  ou  a  esphera  ( n  —  1 )  para 
percorrer  o  espaço  s  ou  tender  o  fio  que  a  liga  com  a  ul- 
tima e  pôr  esta  em  movimento,  é  dado  pela  formula : 
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Por  conseguinte  o  tempo  total  decorrido  desde  que  a 
primeira  pspheia  começou  a  mover^e  al6  que  a  ultima 
Olrou  em  movimento,  será  ; 

'  =  '.  +  '.  +  '.  +  '.+  ••••  +  t—l 


1  +  2  -h  3  +  4  +   . 


,    (M 


■JJ-.J 


11.  —  Supponhainos  n  espheras  perfeitamente  elásticas, 
uaes,  em  linha  recta,  separadas  duas  a  duas,  por  um 
tesmo  espaço  s,  e  que  se  imprime  á  primeira  uma  velo- 
cidade \i :  pcde-se  o  tempo  decorrido  para  que  a  ultima 
entre  em  mooimento. 

Sendo  uniforme  a  velocidade  v^  o  tempo  gasto  pela  gs- 
i  movei  para  chocar  a  segunda  será  dado  pela  equaçSo  ; 


Dado  o  conflicto,  as  velociclodes  das  duas  t 
T&rnecitlas  pelas  formulas  geraes  (a'),  as  quaes,  fazendo,  con- 
forme os  dados,  Dj  =  0,  mj  =■  mj,  reduzcm-se  a: 


Assim,  depois  do  choque  a  primeira  esphera  fica  parada 
f  a  segunda  move-se  com  uma  velocidade  Vi,  e  com  ella 
percopre  o  espaço  s  que  a  separa  da  terceií-a.  O  tempo  em- 
pregado neste  trajecto  será: 
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Chocando  a  tepceira  esphera,  a  segunda,  conforme  a 
formula  geral,  mantem-se  em  repouso  e  a  terceira  move- 
se  com  uma  velocidade  igual  a  í/'i.  O  facto,  pois,  6  sempre 
idêntico  porque  as  espheras  estrio  sempre  animadas  da 
mesma  velocidade,  i)ercorrem  sempre  o  mesmo  espaço,  e 
chocam  sempre  espheras  iguaes  em  repouso. 

Por  conseguinte  o  tempo  ti  =  -^  ^  gasto  pela  primeira 
para  chocar  a  segunda,  é  o  mesmo  para  todas  as  outras, 
de  modo  que  ha  tantos  intcrvallos  de  tempo  iguaes  a  esse 
quantos  silo  os  espaços  existentes  entre  as  espheras.  O  tempo 
t  total  necessário  para  que  a  ultima  esi)liera  entre  em  mo- 
vimento, será : 

^_    (n  -  /)  5 

Vi 

Esta  formula  nos  mostra  que  (luanto  menor  for  o  es- 
paço 5  menor  sern  o  tempo  preciS(3  para  mover-se  a  ultima 
esphera;  quando  esse  intervallo  for  nullo,  isto  é,  quando  as 
espheras  acharem-se  om  contacto,  (sse  tempo  pôde  ser 
considerado  nullo,  e  entOo  a  transmissão  da  vel(X!Ídade 
atravóz  de  todas  as  c«i)lieras  intermediarias  ó  instantânea. 

Este  caso  curiosieslmo  6  nmlto  próprio  para  nos  dar 
uma  idéa  exacta  dn  naturez<i  dus  impulsões,  e  pôde  pratic^i- 
mente  ser  realisado. 

Suspendendo-so  por  meio  di»  íios  esi)heras  iguaes  do 
marfim  de  modo  que  ellas  se  toquem  segundo  a  linha  dos 
centros,  e  imprimindo-se  uma  velocidade  á  primeira,  esta 
choca  a  segunda  e,  np()S  o  clioípio,  n  ex(^ei)çno  da  ultima, 
todas  as  outras  ficam  em  repQuso. 

12.  —  Duas  espheras  A  r  V>  de  massa  nii  e  elasti- 
cidade (e)  animadas  de  uma  velocidade  commum  v^, 
formando  entre  si  um  angulo  «  cJiocam-se  de  tal  modo 
que  na  occasiõo  do  clioque  a  linha  dos  centros  coincide 
com  a  direcção  da  veloridade  de  B :  pede-se  as  veloci- 
dades finaes  das  duas  espheras  e  o  calor  de  a  que  torna 
maximum  a  velocidade  de  A. 
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Decompondo  a  vol(x;idadc  Vi  do  A  sogiindo  a  linha  dos 
centros  e  a  perpendicular  a  essa  linha,  temos  para  compo- 
nentes de  i?i,  Vi  sen  a,  i\  cos  ol  ;  a  primeira  nâo  se  modifica 
com  o  choque,  quanto  á  segunda,  altera-se  como  si  o  choque 
fosse  directo,  segundo  a  linha  dos  centros. 

O  problema  reduz-so  assim  ao  choque  de  duas  espheras 
de  elasticidade  (e)  segundo  a  linha  dos  centros  com  velocí- 
ilade  Vi  cos  a  e  p^. 

A  segunda  formula  ( c )  nos  dô  neste  conflicto,  para 
velocidade  do  A,  nolla  fazendo  v^  =■  Vi  cos  a,  e  as  massas 
iguaes : 

,  ,  1>j    (  í  +  í  +  (í  — í)C05«| 

,,       i?t  +  ^1  co^  «  "H  gpi —  *^^i  cos  ^   _       \  I 

A  velocidade  final  do  A  será,  pois,  a  resultante  das  duas: 
Vi  sen  a,  segundo  a  perpendicular,  o  r"  segundo  a  linha 
dos  centros,  e  como  estas  componentes  soo  entre  si  perpen- 
diculares, teremos  para  valor  dessa  resultante : 


«• 


(1)         v,«  =  ^ 


1  2 

í  +  e  +  (i^e)  cos  OL]       +  <?i  *  sen  ■  a. 


•] 


A  primeira  formula  (c)  mediante  as  mesmas  hypotheses 
«nteriores  nos  dá  para  velocidade  da  esphera  B : 

V  *-  — LZ_! __LX — ! =.^\i^e  +  {i  +  e)cosat\ 

velocidade  que  será  a  velocidade  de  B  dirigida  segundo  a 
línlia  dos  centros. 

Para  obtermos  o  valor  de  a  que  torna  um  maximum  a 
velocidade  Vi,  temos  que  differenciar  em  relação  a  a  o  valor 
tle  Viy  dado  pela  relação  (/),  e  igualar  a  zero  a  derivada,  o 
ífue  nos  dá  : 

—  -^      /  +  c  +  (/  —  e)cosa      (/—  e)  seti  a  + 

+  2  v^*  sen  ol  cos  ol  =  O 

OU : 

—  (/-f6)(/  —  e)  —  (f  —  ô)*co5a  +  4coí(x  —  (? 
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ironde  : 
OU : 

^eco99L  +  ecosoL  =  0 

d  •onde  : 

—  (  /  —  tf  )  (  i  +  tf  )  +  cos  »  (  i  —  <?*  )  +  cot  a  (  f  +  tf  )  + 

+  COÍ  «  (  /  +  tf  )  >=  « 

OU,  linHltiKMito : 

/  —  tf 

cos  %  = 


jr  — tf 

Inl  ó  o  vnior  ili»  «  quo  toma  T^i  um  maximum. 

líK— 7VVN  cspheras  perfeitamente  elásticas,  nii  nij  e 
lUj,  íf(7iíi//(/()-»sf  rcspccticarnente  coUocadas  nos  vértices 
(to  uni  (rtantjulo  conhecido,  cujos  ângulos  são:  «,  ?  e  y; 
pnh^fic  a  rclaçflo  que  dece  existir  entre  as  três  massas 
/mm  ifuo  a  esp/icra  nii  chocando  obliquamente  a  es- 
phvni  1M4  rcflirta-se  indo  chocar  a  esphera  xi\^  e  coite 
(t  Htm  ptKHtçâo  prfmitira. 

Sii|»|Mimh>-8(Mi8  dlamotr^^  das  espheras  sufflcicntemente 
|iiM|iii'iinN  ruí  rrlai;Ao  atw  lados  do  triangulo,  para  que  pos- 
Hain  Hrv  doMpn^MíultKs,  o  quo,  dado  o  contlicto,  a  linha  dos 
iNMilhiH  Hojn  piTpiMidiridar  ao  latlo  opposto  ao  vértice  onde 
liMu  In^nr  n  rnrunln\  drrvMnp.Midi>-so  a  velocidade  p  da  e&- 
plinni  ííi|  Hi»K'indu  n  llnlui  d»i«  ivnti^os  e  a  t>erpendicular  á 
iiMMi  llnhii.  li»i*iMnn«  pnrn  riíuqH>nentt>i  respectivas: 

IvHtnudo  tnna  \U\h  i^phorns  «mu  iv|Kms»^),  fazendo-se 
na  prhni»lríi  h»nnulM  fiiM'(d  1*1'^  as  hy^v^lhesos  c^=o  e 
{\      ('  Hcn  4,   hmímIIm: 

♦••1    I    "S  ^  ' 
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Dado  o  choque,  pois,  a  osphora  mi  ficará  animada  de 
uma  velocirlade  cujas  comix)npntes  sorOo  :  ViC  v  cos  a.  Para 
que  a  resultante  tenha  a  dirccçrio  do  outro  lado  do  trian- 
gulo, cujas  extremidades  suo  m^  e  in^,  a  condição  será  dada 
suppondo  nuUo  o  angulo  formado  por  essa  resultante  com  o 
lado  nii  nii  do  triangulo. 

Designando  esse  angulo  i>or  O,  teremos  : 


V  cos  a 
OU 


=  t>'  íe7  r  (  a  +  p  )  -  (  P<?  -  o  )   J 


V' 

V  cos  a  =^ 


y  \  tg  ioi  +  f^)  —  cotg  Q^ 
i  +  ^^  (  «  +  P )  cotg  6 

d*onde : 

Q  ^    V  COS  OL  tg  (fí  +  ^)  +  v' 

A  condieiio  de   coincidência  será,    pois,  expressa    pela 
relaçõo  : 

V  C08  a  tg  (a  +  ^)  +  v'  ^  O 

Sendo,  porém  : 

Y  -  Í50  -  (  a  +  p  ) 

resulta  : 

v'  ==  V  cos  OL  tg  f 

Sulistituindo  v'  pelo  seu  valor,  temos  : 

(  m^  —  >/», )  o  sen  a 


d 'onde : 


:=  1?  COS  oi  tg  ^ 


wii sen  g  cos  y  +  co»  a  5e»i  y  sen  (  «  +  y  ) 

w»,  #«n  cí  COS  y  —  sen  f  cos  at  sen  (  a  —  y  ) 

Como : 

P«/5í>-(    a  +  Y) 
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ivsuUa,  finalmeiito  : 

y.  sen  S 


>.i 


,  .«en  (  a  —  7  ) 


'1 


sín  •  í  —  a  I 


li. —  r-iii  t's;*.t'»v?  A  *J '  '1'íí.ssíí  nij  animada  de  uma 
^c7('<'ít^í^/ *  íi.  .'ò.i  :i  íi  '.r.rrtT  B  rfe  mossa  iiii  tf/íi  yi*- 
/*o:/s  ' ;  s *'».'■>  •**'«;;.:':"*  '.j  ^'.isi^^^cídad'?  o  commiun  as 
iiniis  c>vi'ir*'*<i>.  t'  t.'  ":'  íí.vj  :i  de  syas  massaSy  pede~se 
o  Ofij:  !o  1  •;  :*  dzj':  íic-r  a  íw'' >/'/«:/<?  de  A  com  a 
/.■/í'í«í  t/.is  i\-í:  r*>\  <••  ':'-  '.>  .V". ;:•:  /irtrrt  ^/r/e  o  desvio  de 
n:.',í  t\\'\\.!iiJ-'   /:'...*    V  .  t?' ^:  :'o  /-o/-  ella  fomiado 

lVv»»:..p  '11  "'a  V  1.  ».\  1 .  :•.  ti  s  -riiii»  a  Knha  iio8  centros 
r  a  inriviulv  :l;'.r  .^   '>' ^  '..:.•.>.  c-:>:li  «?  iKira  componentes 

<l('i»s    A    i*    ciei:*':     a. 

V  soiíir.uiíi  iiísvs  o-  ::.■".:'-::•>  .  .'•  é  alterada  e  a  pri- 
meira   nuHliíh*a-<t    v'«  :..,•  >!  >.  'S^i.vn-i  .1.  anima«la  dessa 

\  piMuoira  vias  !' 'I:ií:í1v-s  ^- r.-.'.:?    *    :ye  dará  para  este 

\  : : 

...     _     M, 


>l|| 


»■»  i 

,  . . .  ,  í     • 


H    -    / 


\  w  iMriíl.hli' lin.il  \  ^U'    i-^"  .  :  •  -5,  >\;:iUante  das  duas 

,.  I  .,  i.li.it  . .  iiiir -i  |^'r|»i'iià;v"',i*..*v-i     .:s.;xo  — r'.  Repre- 
.  ui  Hl  lo  |M'i    '  »»  .minii»  I  M"  ■:i    '  •••'"  V  v^  :n  a  linha  dos 

Ul(.     .     |>  •!    «lo. m.' III.»  W,'  a.  '.N.^V    'v*-V:V.V5:    /S:V;    X   =   Ctg  ?  =» 
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Substituindo  vf  por  seu  valor,  resulta  : 

n  —  íJ         tg  oi  -^  tg  a 


tg  a 


n  +  í       i  +  tg  a  tg  ^ 

(ronde : 

i  +  e    ^ 

tg  a 


íjjT  O  = -2— 


,        .      n  —  e 


n  +  / 

Tomando  a  derivacia  em  relaçõo  a  «,  representando  tg  6 
por  Y  resulta : 

itt  Xn-^-í^^       ]     n-\-i     cos* g    ^  n  +  i  ^       cos*  a 

(^^  «  +  ir+T) 

Igualando  a  zero  e  resolvendo  em  relaefio  a  «  temos  para 
vfilor  de  «,  que  torna  O  mn  maxiinum  : 


*t/v 


tga  '^    --0 


+  i 

Substituind(3  este  valor  na  expressão  de  O  temos  para 
valor  maximum  do  angulo  de  desvio  : 

f  ^  e  =  -h  1 —r 


^  (n  —  6)  T  (n  +  /)  T 


Apreciada  a  lei  de  Newton  no  phenomeno  do  choque,  é 
nocessario,  agora,  qiíe  a  completemos,  pois  como  deixa  ver 
efíSe  phenomeno,  que  tõo  Jjeni  a  caracterisa,  ella  só  regula 
directamente  a  mutualidade  mecanic<i  nos  casos  em  (jue  os 
corpos  iKxlem  ser  conceljídos  reduzidos  a  pontos,  entre  os 
qiiaes  o  conflicto  dá -se  segundo  as  rectas  por  clles  definidas. 

Relativa  primelramenti*  a  estes  casos  particulares,  essa 
importante  lei  foi  depois  definitivamente  generalisada  por 
J.  Bernouilli  e  D^AlemJjert,  substituindo  a  noeaode  igualdade 
que  ella  proclama  entre  a  acçuo  e  a  reacçõo  pela  concepção 
de  equilíbrio  entre  as  forças  perdidas  e  ganhas  no  conflicto. 
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Para  l)oni  so  compro) leiídop  o  espirito  o  a  natureza 
dostíi  feliz  V  rrciinda  ííonoraliFiaeflu,  vamos  aprecíal-a  no 
phonoiíKMio  (\nr  a  iii!=ii»irou  o  ptTinittiu  instituil-a,  e  que 
melhor  a  earaelerisa. 

—  Q  Siipponliamos   «luas  moléculas  de  massas  Wi 

c  ///.,  invariavelmente  li^^adas  entre  si  ix)r  meio 
de  uma  hast(»  ou  lio  inflexível  e  inextensivel  O  B 
(íi^.  8),  iKxJendo  girar  em  torno  de  um  eixo  hort- 
"f  '^i  sontal,  (iu(í  se  projecta  em  O,  o  sempre  no  mesmo 
l>lani)  V(Tticíd. 

Mste  systema  constitue  um  pêndulo  composto 
e  rejírí^enta  um  dos  typos  mais  simples  das  mo- 
dillcMçrK'S  rpie  nos  ni<íVÍmentos  respectivos  de  dous 
coriMíS  iM)SSii  determinar  a  natureza  das  ligações    j 
't^c    <n*<'  entre  elU^  (»xist(Mn. 

No  caso  de  s(')  ter  uma  molécula  na  haste  o    ' 
l)endulo  (li/-ír(í  simples,  c  a  distancia  oníi  ropre-    i 
S(Mita  o  seu  comi)rimento,  d(»  f<')rma  que  o  jiendulo    ' 
composto  comprehende    tantos   pêndulos   simples   ^ 
B      ([uantas  as  moléculas  existentes  na  haste  que  es- 
i-V.  8     tabclecc  a   ligação  entre  ellas. 
Após  os  estudos  e  experiências  de  Galileo  ficou  estabe- 
Imdoípie  (juantí.)  menor  i^  o  comprimento  de  um  pêndulo 
simpl(>s  mais  rai»ldo  é  o  S(Hi  movimento,  de  maneira  que 
suppondo-sc  a  haste?  O/?  lig.indoentn»  si  uma  serie  de  molé- 
culas, os  pêndulos  simi»l(ís  por  estas  respectivamente  consli- 
tuidos  terrio  o  seu  movinuMito  tanto  mais  accelerado  quanto 
mais  i)roxiniíis  S(*  acharem  do  ponto  O  de  suspensão,  e  tanto 
mais  retardado  quanto  mais  afastadas  do  mesmo  ponto. 

Nestas  condições,  a  ligação  mutua  e  invariável,  estabele- 
cida  iK*la  haste,  obrigando  totlas  as  moleculasa  realizarem  as    ' 
os<nllaçoes  no  mesmo  temp:»,  determinará  um  acceleramento   * 
nos  pesos  mais  afastados,  produzido  pelos  mais  próximos  do 
ponto  O,  c  um  retardamento  nos  pesos  mais  próximos,  pro- 
duzido pelos  mais  afastados  do  ímesmoíponto. 
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Sendo  assim,  haverA  necessariamente  sobre  a  haste  O  13 
situação  para  a  qual  o  movimento  da  molécula  queahi 
íhar  nao  será  nem  retaniado  nem  acceíerado,  de  ma- 
1  que  suas  oscUloçòes  se  eíToctnaruo  como  si  todas  as 
as  moléculas  n/lo  existissem,  isto  6,  um  pont<.)  tal  que 
ílle  imaginássemos  concentradas  todas  as  moléculas  do 
2ma  obteríamos  um  pêndulo  simples  elTectuando  as  suas 
laçoes  no  mesmo  tempo  onuiuo  o  pêndulo  composto  con- 
pado.  A  este  ponto  denomina-se  cctitvo  de  osciUcição. 
T<jdo  pêndulo  composto  tem,  pois,  um  pêndulo  simples 
valente,  de  comprimento  igual  á  distancia  de  seu  centro 
scillação  ao  de  suspensã<j  e,  portanto,  as  leis  que  régu- 
as oscilIa(;*oes  de  um  sno  as  mesmas  que  as  (jue  regem 
o  outro. 

O  estudo  do  movimento  de  semelhante systema  íica  assim 
zido  {\  determinaí/io  da  distMucia  entre  os  centros  de  os- 
jfio  e  suspensfio,  a  qual,  conhecida,  refere  ocaso  complexo 
aso  fundamental  do  ^  , 

lulo  simples.  -..—- i— fl y....,  O 

A.  soluçílo  deste  pro 
ia  Sí^  appíireí^e  com 
<:frnouilli,  que  o  re- 
2U  i)elo  prin('ii>io  do 
iibrio  da   alavanca. 
Supponham<.)S  o  pen- 
constituidopor  duas 
iculas  m^  e  m,  (fig  .9.) 
Os  pendukxs  simples 
e  Omi,  formados  por 
i    imia   dessas  mo- 
las., si  ellas  fossem  f«í?-  « 
das,  fariam  as  suas  oscillaçíVs  em  tempos  desiguaes, 
os  seus  comprimentos  9\Xo  differentes,  mas  achando-se 
luas  ligadas  invariavelmente  pela  haste  OZ?,  a  molécula 
ictuará  sobre  //^  accelerando-a  e  esta  actuará  sobre  m^ 
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retardando-a,  de  sorle  que  o  pêndulo  terá  um  movii 
mais  vagaroso  que  o  do  pêndulo  Oníf  e  mais  rápido 
do  pêndulo  omi. 

Entre  as  situações  nii^  e  m^  estará,  pois,  o  centro  de 
cillaçâo  c  que  mover-se-ha  segundo  as  mesmas  leis 
pêndulo  composto  correspondente. 

Consideremos  o  pêndulo  recebendo  um  deslocamento! 
finitamente  pequeno  sob  a  acçfio  da  gravidade,  a  qual,1| 
caso  em  que  as  moléculas  fossem  inteiramente  livres, 
(luziria  os  deslocamentos  que  representaremos  por: 

in^  a,  =  cc^  =  w,  b 

O  movimento  do  ponto  c  é  o  mesmo  que  o  que  elle 
o  systema  fosse  constituído  por  um  pêndulo  simples  de 
primento  oc,  achando-se  em  c  concentradas  as  massas 
nii ;  e  as  moléculas  mi  e  m^y  si  oscíUassem  isoladamenteyj 
achariam  respectivamente  em  n  e  s'  quando  c  estivesse 
(-1 ;  porém  a  ligação  que  entre  ellas  existe  faz  com  que  TO|I 
accelere  e  esteja  em  n'  e  m^  se  retarde  e  esteja  em  s,  qi 
c  passa  da  posiç-ão  c  para  c, . 

A  força  que  accelera  nii  tem  para  medida  a  quanUc 
de  movimento  perdida  por  ni^  e  é  igual  a 

e  a  que  retarda  ni^  tem  para  medida  a  quantidade  de  mo^ 
mento  ganha  por  ;??£  e  é  igual  a 

m^  X  n  n'  , 

As  acções  mutuas  das  duas  moléculas,  exercendo-se  po 
intermédio  da  alavanca  Oníi,  cujo  ponto  de  apoio  é  o  centr 
o  de  suspensão,  Silo  proporcionaes  aos  braços  da  alavanfl 
ou  a  suas  distancias  a  esse  ponto,e  sendo  essas  acções  iguaef 
pois  que  a  força  empregada  por  m^  para  retardar  m^  é  igui 
&  empregada  pormj  para  accelerar  mi,  teremos  fazendo 

wij  o  =  í,  ,  w,  o  =-  /,  ,  c  O  =-  í  : 

nij  X  n  n'  X  í,  =  w,  X  «  «'  X  í| 
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3rém: 

n  n'  *=*  wi|  ti'  ^  tjjj  n  ,  «'  «=  m,  5'  — .  m,  5 

)'onde : 

*»!   X   ít  (  Wi  h'  —  m.  n  )  -=»  w,  X  ^  (Wj,  í'  —  w^  í  )        (/) 

PcMTém  os  arcos 

do  percorridos  no  mesmo  tempo  temos: 

/     ~~    C  Cj    •      /  c  c, 

OQde: 

'"i  «  —  — 7  X  c  c,  ,  >«,  «'  =  — |-  X  c  c, 

Tomando  para  unidade  o  esparo 

5vido  á  ac<;âo  da  gravidade  sobre  as  moléculas  consideradas 
?pes,  temos  : 

m^  n  ^Bs  -±-  cos  p,   m^  s'  =  -^  cos  p 

mdo  p  o  angulo  c^  c  c^. 
Porém  os  triângulos 

Oj  m^  n'  e  bm^  s  , 

QS  dSo: 

7íi,  n'  =a  C05  p  ,  m,  s  =a  cos  p 

'onde  resulta,  substituindo-se  todos  estes  valores  em  (1): 

m^  /,  Uos  B ^  C05  p  j  =  m,  I^  l-^  cos  p  —  cos  pj     (2) 

i*onde : 

i  «  ^>t  ^'  +  ^>  ^' 

Formula  que  nos  dá  o  cumprimento  do  i)t'iKlulo  simples 
sochrono  do  pêndulo  composto  considerado. 


5  Tvrern-.is:' 


:/r'.'de 

.rntpo,' 

(3) 


^:  no 
ie  /„ 


•  r  iiieto 


.  *:-•.»  da 

diS- 

•-  :i'lulo 


V 


*     ^  4 


.     .A.C 


a  nii 
'. :  ím.  no 
•    ::i:ini- 

.  ^  t  *  iUlf 


reíaivlar 
uantidade 


\ 


MECÂNICA  GEHAL  63 

esta  quantidade  deve  ser  equivalente  á  somma  das  quanti- 
dades de  movimento  ganhas  por 

A  qiianti<iade  de  movimento  ganha  peia  molécula  //I3, 
será 

(m,  X  d"  d') 

quanto  á  quantidade  de  movimento  ganha  iK)r  01^,  ella  será 
igual  a 

m,  (e"  e"'  —  e'  c'"), 

OU 

?)2,  (e  e'  —  e  e"). 

Como,  pelo  principio  de  O(iuilil:)rio  da  alavanai,  devem 
ser  íxpiivalontes  essas  qu?uií.idadcs,  multiplicadas  pelos 
braros  das  alavanais  respectivas  ou  distancias  dos  pontos  de 
applicação  ao  pjnto  de  apoio,  resulta: 

h  X  r;ij  X  n*  n"  =  /,   X  m^  (^^'  —  ^f^")  +  h  ^  »w»  X  d"  d' 

ou: 

lí  X  Wi  (^n"  —  nn')  ^^  /,  X  w»,  (ee'  —  ee")  X  l^  X  m^  (dd'  —  dd"). 

Como  OS  arcos 

cc\   nn'\   ee*\   d  d" 

devem  ser  descriptos  no  mesmo  tempo,  resulta  : 


li 

nn" 

■  »  ' 

ee" 

'  ) 

h 
l 

— ^    I 

dd" 
cd 

l 

cc' 

cc' 

'  • 

At  tendendo  que 

nu  =^  eu'  =-  cii"  =  du'"  =  i, 

temos: 

cc'  =  C05  p,  nn'  »  cos  p,  ee'  =  co5  p,  dd'  =  cos  p 
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(i'onde,  substituindo  estes  valores  na  equação  de  equilíbrio, 
resulta,  feitas  as  sinipliflcações : 

/i  X  m.  [^  -  1  j  =-  /.  n,.(  1  -  4")  +  '>  '»•  ( ^ T") 

d'onde: 

l  =c=     ^'  ^*  +  V  **'t  +  V  *^» 

Esta  formula  nos  dá : 

lli  m^  +  11^  wi,  +  //,  wi,  =  ;,*  wii  +  /,*  w,  +  V  m^  (3) 

Designando  por 
as  distancias  respectivas  das  moléculas 

ao  centro  c  de  oscillaçõo,  temos : 

Substituindo  em  (3)  /  ix)r 

no  termo  affecto  de  /i,  por 
no  termo  afTecto  de  U  e  por 

no  termo  affecto  de  Z^,  resulta  : 

/,  X  dj  X  wi,  +  ^  X  »ií  X  í/,  «=  /a  X  d,  X  m,. 

Isto  é,  a  somma  dos  productos  de  cada  molécula  situada 
de  um  lado  do  centro  de  oscillaçuo  i>elas  respectivas  distan- 
cias aos  centros  de  oscillarãoe  suspensão,  c  equivalente  â 
somma  dos  productos  análogos,  relativos  ás  moléculas  si- 
tuadas do  lado  opiX)sto. 
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Baseado  neste  facto  podemos  facilmente  generalisar  a 
fórmula  do  raio  a  um  numero  qualquer  de  moléculas. 
Supponhamos  o  pêndulo  composto  de  n  moléculas: 

achando-se  as  moléculas  de  m^  até  me  situadas  acima  do 

centro  de  osclUaçâo,  e  de^c-iaté  /nn  abaixo  desse  centro. 

Designando  por  l  a  distancia  do  centro  de  oscillaçao  ao  de 

suspensão,  por  l,  l,  l...  l,   l...   l,  as  distancias  respectivas 

12     3  c       c—i    n 

de  cada  molécula  ao  centro  de  suspensão,  as  distancias 
dessas  moléculas  ao  centro  de  oscillação,  serão : 

12  3  c 

c  —  1       c  —  JB  n —  1      n 

Formando  os  productos  destas  distancias  pelas  moléculas 
respectivas  e  pelas  distancias  ao  eixo  de  suspensão,  temos: 

ml   (l^l),ml{l^l\,..ml(l^l) 
11  1S2  2  c    c  o 

m    l    (í  — O,    m    1    (l—J)...     m    l    (2  —  í) 
c— 1  c— 1  c— 1  c— 2  c— 2  c—Z  n     n     n 

Como  vimos,  a  somma  dos  primeiros  productos  devendo 
ser  equivalente  á  somma  dos  segundos,  resulta  : 

n,  l  (í— í)  +  m  l  (^-í)+. .  .+w  l  (/—O  =  ra  l    (/— Z)+. . .+m  Z  (í-í) 
11  1  222  e  e         c       c— 1  c— 1  c— 1  n  n  n 

donde  : 

mP  +  mP  +  ml^+  ...   +»iZ> 
,  11         -2    2  3    3 n  n 

11  22  33  n  n 

fórmula  que  nos  dá  o  comprimento  de  um  pêndulo  simples 
isochrcno  de  um  pêndulo  composto  de  um  numero  qual- 
quer n  de  pesos  situados  sobre  uma  mesma  haste. 

MscMiicft   5 


CG 


MECÂNICA 


r.nnsideromag  agora  as  duss  n^:^r;:Liíí?  sirusia?  em 
IkisIi^s  «listiiirtns  (fig.  H).    Sejam  r.'..  -r  y..  a?  2 ja? haste 

s«»ml.»  o  nii^nilo   por  ellHS  formad:*  :--Tr;iTeI. T:  eu. a 

MdiarAoilnsniolooiílHS  ;/í|  em,  ;rt^o  =  :.,  -;^-  =:*,*;  t^j—i 
linMuos  n.V  o  Foja  r  o  centro  de  ':«5^:_:-.;í.:..  r.  T»~irtãDto^ 
•  ■•i»  loinpriínoiíto  /  do  pêndulo  simples  i>:»:-j::r:o..:  rr^^i 
c  .'íj  //»  r(',  -  w,  />4  -=  1.  O  caso  que  esiaziri?  rr-D^ji-irtnáB 
r  análogo  ao  aiilorior,  sendo  apenas  a  al^vi^z-iís  rei-ta  sub- 
>Uluida  pola  alavanca  cm  angulo  /I4  o*?^. 


X... 


a 


'í-  - 


a-'" 


»,fC^ 


1/9 


^i. 


«•W 


#    • 


I 
■ 

t 


^       / 


+  / 


;í: 


Fík'.  11 


'.npi^Mulx*  av>  s\ Monm   nni  di^locamento  infinitamente 

|..  .|u.M..*  •»»!». \  ,^^.^^v»  lia  tiPavidadc,  si  as  moléculas  77i|e/?i| 

..  III.    ,M\\  i.M\^íiíviii,\  n*»  (im  dosso  espaço  de  tempo  esta- 

..    ,,..».    ,;■..    ,j  .;..  ,\-.  prv^poivionaos  aos  raios/*,  liei; 

,  .,   (n    \   I.-  >•.>*»  '1»^^  rararttM'isa  o  systema  faz  com  que, 

,.,  n»  I  .  .»  ,.  niu»  .  v'í:.v.'^  i^  «í»  ^^  nioltvula  nii  esteja  em  a^ 

i.  ,    ,.    \  »  vil*      .  ,;ux'  iiMivK^  a  aivolorar  o  seu  movimento, 

.  ,.,  I,    hI  \    ■  ,  riw  ;'t  dv^vido  â  ai\*í\o  de  nii  que  tende  a 


MECÂNICA  GERAL  67 

A  força  que  accelera  o  movimento  de  m^  é  equivalente  á 
quantidade  de  movimento  perdida  por  m^,  isto  é,  igual  a 
C'***  X  &i  ^3) '}  ^  que  retarda  o  movimento  de  ni^  é  iguol  á 
quantidade  de  movimento  adquirida  por  m^  ou  (m^  X  ^2  «3)* 

Actuando  as  duas  moléculas  uma  sobre  a  outra  por 
tatermedio  da  alavanca  rii  on^,  cujo  ponto  de  apoio  é  o 
ponto  O,  temos,  como  no  caso  anterior,  para  condiçôo  de 
equilíbrio : 

*»i  X  a,  «1  X  /i  =  w,  X  fr.  &,  X  /, 
OU 

K  X  W|  (nt  a,  —  «I  a,)  =  Z,  X  w,  (n,  &,  —  n,  ô,)  (1) 

CJomo  os  arcos :  cc^  =  s,  rii  a^  e  /ij  i;^  sflo  descriptos  no 
mesmo  tempo,  resulta : 

donde  : 

si.  -  íí. 


(^) 


Substituindo  estes  valoreg  em  (1)  temos  : 

Vejamos  como  obter 

Supponhamos  dous  systemas  de  eixos  coordenados  tendo 
como  origem  commum  o  ponto  o  centro  de  suspensão  :  um 
orthogonal  o  X  e  oV,  horisontal  e  vertical,  o  outro  tendo  o 
eixo  dos  XyOX  coincidindo  com  o  raio  do  centro  de  oscil- 
laçSo  oc  e  o  eixo  dos  y,  o  Y*  parallelo  a  recta  tií  n^  que  une 
as  duas  moléculas ;  baixe-se  as  perpendiculares 

ao  eixo  o  Xe  a  perpendicular  d^  di  a  recta  nia\  As  coorde- 
nadas de  rrii  relativamente  aos  eixos  obliquos  sfio  : 

»»i  ^È  ^  y»  oí^i  *» «?; 
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as  coordenadas  de  m^  sao  : 

n,  d,  ssr  n,  d,  =  y,  od^  =  x. 

Seja  : 

a'  on,  =  a,  a'  o  c  =  3,    a'  o  n,  =  v,    a'  n^  d,  =  O,    o  d^  iig  —i  9, 

Os  tríGuigulos 

fii  Oj  a^f  od'  d|,  (f|  (/j  Hj 

nos  dâo,  sendo,  como  já  dissemos, 

fij  Oi  =  i  : 

(3)  Hj  a,  =  cos  a  =  — ^ —  =  \ ^ 

a?  C05  B  +  t/  sen  6  ^3?  +  y   5gn  Q 

Semelhantemente  o  triangulo 
nos  dá  : 

oh'        o  d'  —  d'  h*        X  cos   ^  ^^  y   sen  O 


fi,  b^  =  cos  V 


,  sa?  —  y   sen  6 


Substituindo-se  este  valor  e  o  valor  (3)  na  equação  (2) 
resulta : 

[50?  4-  V  sen  6        s  LI 
—^, -rj  -= 

d'onde : 

í  ^  ^  [  ^,  ^,'  +  >>3,  z\  ] 

5  a?  (  m,  -f-  m,  )  -j-  y  sen  ô  (  Wj  —  m,  ) 

Os  triângulos 

o  d,  nt    e    o  d|  n, 

nos  dão : 

ij>  «^  AP*  4-  y«  —  2  a  y  oos  (ft  l^*  =^  X*  +  y*  +  2  a  y  cos  9 


w 
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Substituindo  estes  valores  no  expressão  (4),  temos  para 
fórmula  do  comprimento  do  pêndulo  simples  isochrono, 
notando  que         , 

s  =z  c  c^  =:  cos  3 

^  ^  cos  B  [jg*  (mt  +  m,)  +  t/*  (mt  +  n?,)  —  g  agi/  co5  y  (m^  -^t»,)] 
'    '  a?  C05  p  (/)ii  +  m,)  +  1/  sen  O  (>'*!  —  wí,) 

No  caso  das  moléculas  iguaes,  isto  é,  de  m^  =  m^  temos: 

o;  X 

Para  deduzir  desta  formula  a  expressão  relativa  a  haste 
simples  basta,  como  vamos  mostrar,  nella  introduzir  as 
modiíicações  que  resultam  da  supposiçílo  de  coincidência  das 
duas  hastes. 


Seja 


n,  d,  =  á^  n,, 


como  na  figura  anterior,  e  as  outras  lettras  indicando  as 
mesmos  grandezas. 

Suppondo  rii  n^  girando  em 
torno  do  ponto  rfj,  (fig.  12) 
a  molécula  m^  iró  ficar  em  n'^ 
e  a  molécula  m^  na  posição  n\, 
quando  n^  n^  coincidir  com  oc. 
O  angulo  ?  ou  o  dj  rti  ficará  sendo 
de  180o,  donde  cos  t:^  =  — 1\  o 
angulo  6  ou  a'  rti  d^,  será  : 

d'onde 

sen  O  =  coí  8  =  5. 


Fig.  12 


Substituindo  estes  valores  em  (5)  resulta 

o;*  (  ^i  +  y>>«  )  +  yM  ^1  +  m,  )  +  g  flg  y  (  ntt  —  m,  ) 
»  (  Wj  +  m,  )  +  y  ( m^  —  m,  ) 
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Porém : 

(6)  í,  =  O  d,  +  d,  n',  =  »  +  y, 

/,  =  o  rf,  -  c/,  n',  =  fl?  -  y  (7) 

(i'onde  : 

(8)  í^«  =  a;»  +  y«  +  9  a?  y, 

/^«  =  a?*  +  y*  —  2  a:  y  (9) 

Multiplicando  (6)  por  m^  e  (7)  pop  mj  e  sommando  OB 
resultados  temos : 

m^  /,  +  m,  i.  =  a?  (m»  +  tM,)  +  y  («i»  —  wj  (10) 

Multiplicando  (8)  por  m^  e  (9)  pop  m^  e  sommando  os 
resultados  temos : 

w»,  íi"  +  w,  í,«  -=  ««  (w,  +  t»,)  +  y*  (mj  +  tw.)  +  2  «y  (m»  —  m,) 

Substituindo  estes  valores  na  expressão  de  l,  resulta : 

^i  h*  +  ^1  V 


i  = 


Wj  /j  +  wi,  z, 


Consideremos,  agora  as  moléculas  mi  e  m^  com  massas 
elementares  d/>i,  iguaes  e  fazendo  parte  de  um  corpo  oscil- 
lando  em  torno  do  pont )  O,  projecção  do  eixo  liorisontal  — 
Suppondo  essas  duas  moléculas  do  corpo  ligadas  ao  ponto  O 
por  meio  de  rectas,  o  movimentado  corpo  nfio  alterando  as 
distancias  relativas  dessas  moléculas,  o  facto  passa-se  para 
ellas  com  )  no  caso  anterior,  isto  é,  como  se  estivessem  li- 
gadas entre  si  por  intermédio  de  uma  alavanca  em  angulo 
tendo  O  para  ponto  de  apoio.  Sendo  assim  a  fórmula  geral 
nos  dá  no  caso  de  duas  moléculas  iguaes : 

l  X  dm  =-  ác'  dm  +  y*  dm 

integrando  e  notando  que  l  é  constante: 

/  fl?'  dm  +  /  y*  dm 
*  /  X  dm  ^^' 
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Os  limites  da  integração  são  dados  p6la  flgura  do  corpo 
oscillante. 

A  avaliação  do  comprirnento  do  poQduIo  simples  iso- 
dirono  fica  assim  referida  a  determinação  da  integral  do 
producto  da  molécula  pelo  quadrado  de  suas  distancias  a 
dous  planos  perpendiculares  entre  si  passando  pelo  eixo  de 


Para  mostrar  isto  supponhamos  o  corpo  dividido  por 
!    planos  parallelos  ao  plano  horisonlal  em  laminas  infinita- 
mente delgadas ;    seja  dx  a  espessura  de   uma  dessas  la- 
minas, eS  a  sua  superfície. 

Como  todos  os  pontos  da  superflce  S  distam  igual- 
mente do  plano  horisontal,  segue-se  quéa;*  5  da?  represen- 
tará o  producto  de  todos  os  pontos  da  lamina  pelo  quadrado 
de  suas  distancias  ao  plano  horlsontal ;  dividindo,  do  mesmo 
modo,  o  (xirpo  em  laminas  infinitamente  delgadas  por  planos 
parallelos,  ao  plano  vertical,  designado  por  dy  a  espessura 
da  lamina  e  .S '  a  sua  superfície  teremos :  j/*  S"  dy  para  pro- 
ducto de  todos  os  pontos  da  lamina  pelo  quadrado  de  suas 
distancias  ao  plano  vertical.  Substituindo  estes  valores  na 
expressão  (k),  resulta: 

_  /  !'^S<lx+  /y'S'  dif 

/  xS  dx 

Para  que  o  leitor  comprehenda  o  uso  desta  fórmula  con- 
sideremos alguns  exemplos.  q 

l"  — Supponliamos  o  pêndulo  constituído  , 

por  um  parollelepipedo  rectangular  fig,  (13)  ^ 

girando  entorno  de  um  eixo   Ox  perpendi-  i 
cular  ao  meio  da  aresta  bbi. 


Neste  casoas  secções  feitas  por  planos  parallelos  ao  plano 
horisontEJ  passando  pelo  eixo  de  suspensão  são  rectângulos 
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iguaes  entre  si  e,  portonto,  5  é  uma  grandeza  constante; 
do  mesmo  modo  as  secções  feitas  por  planos  parallelos  ao 
plano  perpendicular  ao  primeiro,  passando  lambem  pelo  eixo, 
são  rectângulos  Iguaes  entre  si,  e,  portanto,  5*  é  uma 
grandeza  constante. 

Teremos,  pois : 

y  íc«  Sdx=S  ja^  dx  =  S-^ 

ou 


fx^Sdx^ 


eXc    3 


Tomando  entre  os  limites 

ff  =  o      e      W  '^m  h 


resulta : 


/ 


De  modo  análogo,  temos: 
Tomando  entre  os  limites 


y  — o   e   y  =  -^  , 


teremos  : 

2 


/ 


y*  5'  dy  =  c  X  A  X  Õ4 


AttondtMido  n  qno  osto  resultado  é  relativo  á  metade  do 
corpO|  loronuKs,  \m\vi\  ti>do  i>  ivirallolopipedo  : 


fy*S'dy^c\h^ 
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Finalmente  a  integral  do  denominador  da  formula  geral 
serô  neste  caso: 

h 


f 


X  S  dx 


'/ 


xdx  =  e  X  c  ~ 


Substituindo  estes  valores  na  formula  geral,  teremos 
I)ara  valor  de  l : 

Suppondo  e  infinitamente  pequeno,  isto  é,  suppondo  o 
pêndulo  constituído  por  um  rectângulo  girando  em  torno  de 
um  dos  seus  lados,  resulta : 

3 

Suppondo,  além  disso,  c  infinitamente  pequeno  ou  o 
pêndulo  reduzido  a  uma  recta,  temos  : 

de  sorte  que  em  qualquer  destes  dous  casos  o  comprimento 
do  pêndulo  simples  vem  a  ser  igual  a  dous  terços  de 
distancia  ao  centro  de  oscillaçôo. 
20  —  Seja  o  pêndulo  consti- 
tuído por  uma  esphera  cujo 
centro  representaremos  por  c 
(fig.  14).    Neste  caso  teremos: 


X 


O 


S  =  izXeb^ 


(1) 


pois  que  as  secções  feitas  paral- 
lelamente  ao  plano  horisontal, 
passando  pelo  eixo  xx,  selo  cir- 
culos. 

Fazendo : 

o*  «  ■«  j?,  ca'  =  r,  otf  =s  » 


Fig.  14 
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O  triangulo  ebc  noe  dá  : 

€b   =  r*  —  íi-  —  j;"  —  2  r*  —  *« 

d\>iide,  substituindo  em  (1),  resulta  : 


Fazendo 


S^'::  (Srx^s*) 


a'  o  =sa^ 


temos : 


d'oiKie : 


Otf  M  X  =  a  +  «,    cLf  »■  d»,     SB^  =  (a  +  sy 


I     Sx^  lU  ==  -         /      2  a*  r  j  dj  —     /    a*  4<  dx  + 


+ 


/    4  a  r  i^  ih  +     /    2  r  s^^dz^   j 


2  a  :^  dz 


-f "  *1 


Tomando  as  iiitegraes  entre  os  limites  o  e  Pr,  resulta  : 


/- 


Sx*  dl 


T"''"  +  T«'-'  +  T'"] 


Holalivamoiite  i^s  set\\Vs  feitas  parallelamenle  ao  plano 
vertical  passa ndi>  ix^lo  eixo  .V  .V  perpendicularmente  ao 
plano  h«>risontaK  a  «pieslA  >  seria  a  mesma,  sendo  apenas  a 
distancia  o  </*  ou  a  sul^tituida  iK)r— /':  teriamos,  pois,  para 
numerador  da  fornnila  geral : 

Ísa^  de  +     r  5*  .v«  dy  c=  t:     ^  «•  r»  +|  J  ar^  +    |.r-)  + 


•\r  TT  -TV-    r'  *  *  íT 
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Para  o  denominador  da  mesma  formula  temos : 

[az*  2       .       5* 

arz-^  —  +    ^rz*^^ 

Tomando  entre  os  limites  ;r  =»  o  e  ^  =  ^  r,  resulta  : 

j'  Sxdx'-^7z   j  ^  ar*-\'  i-  r*  J 
o 

Substituindo  os  valores  destas  integracs  na  formula  de  í, 
resulta  : 

po 

4  a*  +  8ar  +  -~r*         a*  +  2  ar  +  r'  ^        ^, 


4  {  a  -\'  r  )  a  -^r  "T  ^«4.+  *" 

2  r» 

=  «  +  *•+    -^ 


5      a  +  r 

Representando  por  cí  a  distancia  c  o  do  centro  da  esphera 
ao  centro  de  suspensão  temos  : 

2     r* 

í  =  d  +  4  V 

resultado  que  nos  mostra  achar-se  o  centro  de  oscillaçfio 
abaixo  do  centro  da  esphera. 

Suppond )  o  raio  r  muito  pequeno  em  relaçõo  á  distancia 
d,  podemos  despresar  o  segundo  termo  e  tomar  o  centro  da 
esphera  pelo  centro  deoscillfiçâo.  Na  liypothese  de  a  ==  o, 
isto  é,  de  achar-se  o  centro  de  suspensão  na  superfície  esphe- 
rica,  temos  : 

Z  «  r  +  y    r, 

isto  é,  o  centro  de  oscillaçd  3  fica  neste  caso  abaixo  do  centro 
da  esphera,  de  uma  quantidade  igual  a  dous  quintos  do  raio. 
Estes  exemplos  sôo  sufflcientes  para  que  o  leitor  bem 
com  prebenda  a  marcha  a  seguir  nas  applicações  concernen- 
tes ú  determinação  do  centro  de  oscillaçõo. 
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« 


O  modo  engenhoso  por  que  Bernouilli  resolveu  a  quest5o 
do  pêndulo,  concebendo  a  quantidade*  de  niovimento  perdida 
pelo  peso  mais  próximo  do  centro  de  suspensão,  e  a  quan- 
tidade de  movimento  ganha  pelo  peso  mais  afastado  desse 
ponto,  coniíj  satisíazendi')  as  leis  do  equilíbrio  da  alavanca, 
relativa  a  esse  ponto  de  suspeiisSo,  constituiu  o  verdadeiro 
esboço  d<>  principio  geral  da  ommunicaçõo  do  movimento, 
systematisado,  como  vamos  agora  ver,  por  d'Alembert,  e 
que  em  essência  não  é  mais  que  a  lei  de  Newton  generalisada 
a  um  systema  qualquer. 

Consideremos  um  systema  de  corpos  m^,  m^y  m^,  etc., 
invariavelmente  ligados  entre  si ;  sejam  Tí,  í?*,  v^,  etc,  as 
velocidades  resi)ectivas  desses  corpos  no  caso  em  que  elles 
fossem  inteiramente  livres,  e  Mí,  u^,  ^3,  etc,  as  velíXíidades 
respectivas  de  (luc  se  acham  realmente  animados  em  con- 
sequência das  ligações  constantes,  e  que  caracterisam  o 
svstema. 


^ 


4 


er 


s 


*  X  -«-         ' 


Fig.  13 

Considerando  um  desses  corpos  m,  fig.  (15),  por  exemplo^ 
e  representando  a  velocidade  Ui,  pela  recta  m^^  a,  isto 
é,  representando  por  m^  a  a  velocidade  que  teria  m\  ^ 
fosse  inteiramente  livre;  e  por  niiba  velocidade  M4,  isloé> 
a  velocidade  que  realmente  possue  niiy  em  virtude  da^ 
ligações  d)  systema,  6  claro  que  podemos  conceber  a  ve^ 
locidade  primitiva  Vi  ou  nii  a  como  resultante  da  velo' 
cidade  eCfectiva  u^  ou  m^  ò  e  de  uma  outra  velocidade 
TYii  c;  e  de  modo  semelhante  para  todos  os  outros  corpo^^ 
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de  sorte  que  cada  uma  das  velocidades  primitivas  í?i,  v^y  v^ 
etc,  possa  ser  considerada  como  a  resultante  da  velocidade 
effectiva  correspondente  u^y  u^,  u^  etc.  e  de  uma  outra  que 
representaremos  respectivamente  por  w^,  wj,  03  etc. 

As  quantidades  de  movimento : 

nij  Vj,  w,  r,,  W3  Vj,  etc. 

dos  diflerentes  corpos  do  systema,  considerados  inteiramente 
livres,  serão,  pois,  substituídas  pelas  suas  componentes : 

Em  consequência,  porém,  das  ligações  do  systema,  estas 
quantidades  de  movimento  devem  reduzir-se  respectiva- 
mente a  riii  0)1,  nii  W2,  m^  w,,...  etc.  e  para  isso  é  necessário 
íue  as  quantidades  de  movimento  —  :  m^  w^,  m^  w^ . . .  etc.  se 
^^utraliscm  mutuamente,  istoé,  que  haja  equilíbrio  entre 
^suas  acções  mutuas. 

A  comjHDnente  mi  c  ou  Wi  da  velocidade  primitiva  de 
^da  um  dos  corpos  representa  a  velocidade  perdida  por 
^^coppo. 

Prolongando  nii  c  e  pelo  ponto  b  tirando  uma  parallela 
s  ^1  fl,  resulta,  evidentemente,  que  a  velocidade  eíTectiva 
"1  ou  nii  b  pode  ser  considerada  como  a  resultante  da 
velocidade  primitiva  m^  a  e  de  uma  outra  m^  cZ,  que  vem 
íi  ser  a  velocidade  ganha  pelj  corpo  /n^,  a  qual,  como  se  vê, 
é  igual  e  de  signal  contrario  á  velocidade  per  dida ;  de  sorte 
que  jui  (oj,  m^  O),. . .  etc.  vêem  a  representar  as  quantidades 
de  movimento  devidas  ás  velocidades  perdidas  ou  ganhas 
em  virtude  das  acções  reciprocas  dos  corpos,  devidas  ás 
Ijgações  do  systema. 

Desta  concepção  resulta  o  principio  de  d'Alembert,  que 
pôde  ser  enunciado  do  seguinte  modo :  Ha  equilíbrio 
constante  entre  as  quantidades  de  movimento  perdidas  ou 
ganhas  pelos   di ff er entes  corpos  de  um  systema  em  suas 
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reacções^  attendidas  as  condições  de  ligação  que  caracter 
risani  esse  systema. 

Assim  formulado,  o  principio  do  d'Alembcrt  apresenta 
sérios  difflculdados  nas  opplicaçoes,  relativas  a  avaliaçfio  das 
quantidades  de  movimento  perdidas  ou  ganhas.  Para  ates- 
tar este  grave  embaraço  Kuler  o  concebeu  sob  uma  fómia 
incontestavelmente  muito  mais  vantajosa. 

Prolongando    a    veloííidade    primitiva    m^  a    de    uma 
quantidade  igual  lUi  ai  e,  do  mesmo   modo,  a  velocidade 
effectiva ;  ligando  o  ponto  Oi  ao  ponto  rf  e  o  ponto  6|  ao  ponto 
Ciy  flcarfio  formados  dous  parai lelogram mos  hy  m^ aceaii 
h  niiy  o  primeiro  dos  quaes  nos  mostra  que  a  velocidade 
perdida  m^  c  pode  ser  considerada  c  -)mo  resultante  da  veloci- 
dade primitiva  mi  a  e  da   velocidade  effectiva  tomada  com 
slgnal  contrario ;  e  o  segundo  nos  mostra  que  a  velocidade 
ganha  nii  d  pôde  ser  considerada  como  resultante  da  veloci- 
dade  effectiva  nii  b  e  da  vc^locidade  primitiva  tomada  com 
signal  cxíntrario,  de  sorte  que  no  principio  de  d^Alembert 
as  quantidades    de    movimento    devidas    ás    velocidades 
perdidas  ou  ganhas  podem  ser  substituídas  pelas  quanti- 
dades de  movimento  devidas  ás  velocidades  primitivas  e  as 
effectivas  tomadas  com  signal  contrario,  ou  pelas  quanti- 
dades   de    movimento  devidas  ás  velocidades  effectivas  e 
ás    velocidades  primitivas  tomadas  com  signal   contrario 
—Desta  forma  enunciado  o  principio,  evita-se  a  consideraçflo 
das  quantidades  de   movimento  perdidas  ou  ganhas,  cuja 
apreciação   torna-^^e   eml.)'iraçosn,   formulando-se  a  relaçft<> 
entre  os  verdadeiros    elementos  do  problema    dynamico- 
os  elementos  conhecidos,  que  sfio  as  velocidades  primiti^^as  © 
os  elementos  incógnitos  procurados,  que  sáo  as  velocidades 
effectivas. 

Tal  foi  a  concep(;áo  de  Euler  para  substituir  o  primiUV^ 
equilíbrio  entre  as  quantidades  de  movimento  perdidas  o^ 
ganhas  no  con flicto,  pelo  equilíbrio  entre  as  quantidades  dp 
movimento  primitivas  que  teriam  os  corpos  si  fossem  intei' 
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ramente  livres  e  as  quantidades  de  movimento  effectivas  ou 
restantes  tomadas  com  signal  contrario. 

Para  bem  comprehender  o  verdadeiro  espirito  da  admirá- 
vel descoberta  de  d'Alembert  vamos  applical-a  aos  casos  do 
choque  e  do  pêndulo. 

Consideremos  dous  corpos  duros  m^  e  m^  movendo-se  na 
mesma  direcçíio  e  sentido,  o  primeiro  com  a  velocidade  Oi  e  o 
segundo  com  a  velocidade  t?^ . 

Após  o  conflicto,  designado  por  u  a  velocidade  restante, 
a  velocidade  perdida  por  m^  vem  a  ser  igual  a  differença  en- 
tre a  velocidade  primitiva  Vi  e  a  restante  u,  ou  igual  a 
(o^—í/j;  e  a  velocidade  ganha  por  m^  vem  a  ser  igual  á 
velocidade  restante  u  diminuída  da  velocidade  primitiva  Pj  ou 
igual  a  (u  — Da). 

Segundo  o  principio  de  d'Alembert  devendo  estas  quan- 
tidades de  movimento  equilibrarem-se,  resulta : 


d'onde: 


W»!  (  ^i  —  Wl  )  ==  w,  (  u  —  «,  ), 


w  i>,  4"  ♦>»!  ^t 
u  = — ■ = ' 


?Wj  +    Wl, 


Consideremos  o  pêndulo  constituído  por  dous  pesos  mi 
®  ^  situados  sobre  uma  mesma  haste. 

Sejam  Vi  e  Oj  as  velocidades  desses  pesos  si  se  moves- 
^in  inteiramente  livres  ou  as  suas  velocidades  primitivas  ; 
^  ^  D"  as  velocidades  que  adquirem  em  consequência  da  li- 
^Ç5o  ou  as  velocidades  efTectivas,  elteli  as  distancias  res- 
í^ivas  desses  pesos  ao  centro  de  suspensão. 

A  velocidade  ganha  por  m^  será  {v"  —  Vj)  e  a  velocidade 
Partida  por  nii  será  (vi  —  v'),  e  as  quantidades  de  movi- 
^^ntos  correspondentes  seroo: 

Estas  quantidades  devendo  equilibrarem-se,  tendo-se  em 
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/yinHí'lop?jç/jo  a  ligaí^âo  que  caracterisa  o  sj^stema,  a  qual  é 
(u niHllUxiflíi  p  jr  uma  alavanca  de  braços  li  e  l^,  resulta  : 

/,  m,  í  c"  —  r,  )  =  /,  m,  (  •,  —  D'  )  (i) 

I»oK;m  entre  as  velocidades  definitivas  e  as  distancias  Z| 

í!  /,  iftíwm  ft  rolíKjilo: 


(rotidf;: 


. « 

'. 
'. 

«" 

_  «; 

Siil)Htltuindí)  í;rn  (1)  e  eíTectuando  os  cálculos,  resulta: 

^,  ^  na,  i>,  tt  ^.  +  tn,  i>t  t^' 
""  m,  /,•  +  wi^  // 

|)n   iiHSino    iikkIo  obteriamos   v",    eliminando  v'  na 

Onn  n  principio  (lo  d'Alcmbert  as  questões  relativas  ao 
tiiii\iiii(*iilo  (li)S  stjsfi'mas  podem  ser  referidas  a  simples 
ipii'ríi.«ii«n  i*orr<'Mpon(liMitos  de  síaLica. 

I  nrmnl/nnlo  o  (Mpiilibrio  entre  as  forças  perdidas  ou  ga- 
iiliMuio  ninlliclo  siMuoUianU»  concepçilo  logo  deixa  ver  nfio 
pnili-r  npplit*Mr-s(uio  i^aso  ftnulamental  da  dynamica  constl* 
Inlitu  pi>lii  niovlnitMilo  do  ponto,  do  modo  que  ô  exagerar  o 
•<Mi  MiMuiri»  nlllrniarquo  p^^r  ella  podemos  reduzir  todas  as 
ipii  .iim  li  i|.»  tlynaniltMi   a  (juostoos  do  Oíiuilibrio. 

hnithni«n(i«  rHHt\  prliuMpio  suppi^o  sempre  a  existência  do 
..^•liiiMM.  hliii'».  II  rxhioncla  lio  li^açCios  que  estabelecem  o 
t  Miiilli  li»,  p  »l'i  I  mumImIi*.  ronu»  vinu^s,  em  que  decompondo-se 
n  hi.MiiMi-iitii  tpii»  I«m'Umuu  iNMMv>  si  fosso  inteiramente  livre 
\  \\\  .1  iM-i  i.iid»»  1,  uni  iIoM  i|n:;iNsoj;\  o  v;u^^  ^^Ho  perde,  o  outro 
...|.i  II. .  t  I  iiii  iiiniiMito  o  mo\i\U(M\to  do  que  elle  se  acha 
(« iilnitiilit  inihniiilo,  o  qut^  quor  dl/or  que  o  movimento  real 
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de  cada  ponto  do  corpo  é  o  resultado  do  movimento  que  elle 
teria  si  fosse  inteiramente  livro  e  da  resistência  que  elle 
experimenta  em  virtude  das  lií^aç-jes  com  os  outros  pontos. 

Ntí'>  oljstante  o  movimento  dos  systemas  comprehender 
o  movimento  do  ponto  e  constituir  por  sua  importância, 
difficuldade  e  extensão  o  problema  aipital  da  dynamica,  não 
é  correcto  dar  esse  alcance  ao  principio  de  d'Alembert,  pois 
no  estudo  normal  da  mecânica  o  movimento  do  ponto  deve 
ser  sempre  directamente  instituido  para  servir  de  base  ao 
problema  geral. 

Tâo  importante  e  fecund  >  principio,  embora  referindo 
as  questões  de  movimento  dos  systemas  a  questões  de 
equilíbrio,  niio  6  directamente  relativo  a  este  estado,  de 
sorte  que  a  sua  plena  e  geral  utilisaçâo,  para  facilitar  e 
ai)erfei(;oar  o  estudo  do  movimento,  exigia  a  generalisaçôo 
da  thejria  do  equilíbrio  e  d'ahi  o  principio  das  velocidades 
virtuaes. 

Afim  de  tornar  bem  claro  o  verdadeiro  espirito  e  o 
alcance  desta  admirável  concepç/lo,  esboçada  por  Galileo  e 
mais  tarde  generalisada  por  João  Bernouilli  e  Lagrange, 
distinguiremos  dous  casos:  o  ponto  e  o  systema. 

Denomina-se  velocidade  virtual  de  um  ponto  em  equi- 
líbrio, sob  a  acção  de  forças  quaesquer,  a  velocidade  qu©  esse 
ponto  adquiriria  no  primeiro  instante  de  seu  movimento, 
suppondo-se  o  equilíbrio  deixando  de  existir. 

Estas  velocidades  sSo  avaliadas  projectando-as  sobre 
as  direcções  das  forças  que  actuam  sobre  o  iK)nto,  e  con- 
siderando-as  positivas  ou  negativas  conforme  a  projecção 
cahír  sobre  a  direcçSo  da  força  ou  sobre  seu  prolongamento. 

O  producto  de  cada  força  pela  velocidade  virtual  assim 
avaliada  segundo  sua  direcçõo,  denomina-se  momento  virtual 
dessa  força  ;  e  para  caracterisar  os  deslocamentos  virtuaes 
emprega-se  a  lettra  8  precedendo  aquella  que  representa 
esse  deslocamento  quando  considerado  infinitesimal. 

Isto  posto,  consideremos  o  caso  do  ponto  livre. 

M«oanio«    O 


te 
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Sírjíi  «Jin  lyjTiio  Ti\    f-g.  lo"   em  eqTiilU.»rio  sob  a  acção 

P^;lo  [i^^rjt/i  m  tireme  três  eixns  co«3rdenad'>s  rectan- 
ífijbipíw,  o  s^íj/j  m  rn'  iimrt  d;i5  forças  consideradas,  P,  por 
í?x/:ífjiib.  í^/jíislniind  j  com  7,1  r/i  c»mo  diagonal  um  paral- 
U:\t'\i  \ttiio  ftvbre ^/S  Ires  eixos.  &s  rectas  ni  /í,  m  /i'  e  m  n" 
w?rfio  n«i>','Ctíva  mente  as  projeoçÒL-s  dessa  força  sobre  o  eixo 


ft  ' 


Fig.  Irt 

Mii|i|Niiiil«i  o  |>onlo  7u  sujeito  somente  á  acç&o  das  trea 
fonjMw  /M  //,  m  //'  o  ;n  w",  conforme  o  principio  de  Galilôo,  já 
nMltiilnilit,  MN  (luuH  rorçna  m  n  (»  m  rí"  tcrflo  como  resultante 
/M  /i",  illiiK<»niil  (li)  rtrlnnp^ulo  sobre  cilas  construído ;  e  essa 
rtiHiilliiiitit  (NMuhtiiiula  com  a  força  m  ri  dará  como  resultante 
II  fnn;n  in  n\\  IhImV  m  Torça  i\ 

A  nn;nii  ilii  U\\\i\  /*  hobiv  o  ponto  m  pôde,  pois,  ser 
Niibhlitiililii  |Mtla  n(M;Ao  (H(iiivaliMito  das  três  forças  que  re- 
pi*tiHdulriiii  MM  MtmM  proJocçiVss  sobre  os  eixos. 
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Representando  por  a,b  e  cos  ângulos  dessa  força  com 
os  eixos  dos  x,  y  c  j^,  podemos  assim  substituil-a  pelas 
equivalentes : 

P  cos  a,  P  cos  &,  P  cos  c 

Raciocinando  do  mesmo  modo  para  com  as  outras  forças 
e  representando  por : 

a\  h\  c',  a",  b'\  c",  etc. 

OS  ângulos  por  cada  uma  delias  formados  com  os  respectivos 
eixos,  podemos  substituir  as  forças 

P',  P",  P"\  etc. 

pelas  suas  componentes  equivalentes 

P'  cos  a\  P'  cos  b\  P  cos  c' 

P"  cos  a",  P'  cos  b'\  P"  cos  c" 

F"  cos  a'",  P'"  cos  b"\  P'"  cos  c'" 
etc,  etc*  etc. 

Sommando  as  componentes  relativas  a  cada  eixo,  as 
forças  que  actuam  sobre  o  ponto  ficam  finalmente  substituí- 
das por  três  forças  rectangulares  que  designaremos  por  X, 
1",  e  Z  e  cujas  expressões  sôo  as  seguintes  : 

.  X  «  P  cos  a  +  P'  cos  a'  +  P"  cos  a"  +   etc. 
(1)     I  y  =  P  cos  t  +  P'  cos  b'   +  P"   cos  b"   +  etc. 
\    Z  =  P  cos  e  +  P'  cos  c'  +  P'  cos  c"   +  etc. 

Representando  por  R  a  resultante  das  forças 

P,  P',  P"  etc. 
e  por 

a  ,  p  e  Y 

os  ângulos  dessa  resultante  com  os  três  eixos  teremos : 

Xe^Bcos^^Yi^Rcos^yZ^^Rcos^  (2) 
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5upp>>nhamo6  agora  que  o  eiuilibrio  dei3ca  de  existir  ^ 
que  o  p>nt3  m  soffre  um  •lesl^xramealo,  que  no  caso  c|^^ 
íX>nsíílerfjraoQdo  ponto  livre  pôde  ser  finito  ou  inBnitesÍBCi.^^' 
mas  que  supp  jn^m os  infinitesimal  e  representarem<js  por*  ^ 

Representando  por 

fjs  ângulos  formados  pela  direcção  desse  deslocamento  v^  ^ 
tual  com  os  três  eixos  a  que  se  acha  referido  o  ponto 

por 

fjs  ângulos  dessa  direcção  com  as  forças 

R,  P,  P",  P'    etc. 

terem^iS,  ojnforme  os  princípios  de  geometria  conhecidos^ 

cos  i\  =  cos  b  cos  OL  -{-  cos  Q'  coí  3  +  C05  6 '  cos  y 

(3)       cos  X  =  cos  O  C05  a  =  cos  ^'  cos  b  +  cos  6"  cos  c 

cos  > ,  =*  cos  O  cos  a'   +  cos  6'  cw  b'   +  cos  6"  cos  & 
etc,  etc.  etc, 

Klímíiiando  entre  h  primeira  destas  equações^^e  a  equaçfii 
(2)  o.s  (yisenos  dos  ângulos  formados  pela  resultante  i?,  conr'' 
tjH  trf!«  fííxos,  resulta  : 

R  cos  i\  =-  X  cos  b  +  Y  cos  h'  +  Z  cos  6"  (4y 

Mnltíplicíindo  a  primeira  equação  (1)  por  cos  6,  a  se^^unda 
p  >r  cos  O'  e  a  terceira  por  cos  o '  e  sornmando-as  membra 
(1  iiKínihro,  temos,  attendendo  ús  relações  (3)  e  (4): 

(5)     R  cos  f\  =  P  cos  l  +  P'  cos  >i  +  P"  cos  X,  +  etc. 

SrUílo   : 

/_\  »  X  ,  /.|  »  Aj  »  ele, 

oSHiigulíJSíjiie  formam  respectivamente  as  forças  R^  P,  P' 
Wc,  om  a  direcção  do  deslocamento   virtual,  direcção  que 
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supporemos  qualquer,  a  igualdade  (5)  traduzida  em  língua. 

gem  vulgar  nos  mostra  que  a  projecção  da  resultante  de 

um  numero  qualquer  de  forças  sobre   um  eixo  qualquer  é 

(^Quicalente  á  somma  das  projecções  de  todas   as  compo^ 

frentes  sobre  o  mesmo  eixo. 

Projectando  agora  o  deslocamento   virtual   S  5  sobre  as 
direcções  das  forças  /?,  P,  P',  etc.  e  designando  por 

fissas  projecções,  teremos: 

^r  =  qs  cos  a  ,  5p  ■=«  íí  cos    >,  5p,  ^r=  Is  cos  >,  ,  etc,  etc. 

sendo 

5r  ,  $p  ,  íp,  ete, 

P^^itivos  OU  negativos  conforme  se  acharem  sobre  a  dire- 
^^o  da  força  correspondente  ou  sobre  seu  prolonga- 
mento. 

Estas  relações  combinadas  com  a  equaçíío  (5)  nos  dão  : 

R^r  «  Plp  +  P'^p,  +  P"íp,  +  P'"«p,  +  etc. 

^^  resumidamente  : 

Estando  o  ponto  m  em  equilil)rio  sobre  a  acção  das  for- 
ÇtóP,  P'j  P"  etc,  e  sendo  esse  ponto  inteiramente  livre  a 
'^tante  R  deve  ser  nulla,  isto  é,  ií=so,  d'onde  resulta  para 
<5<índíçâo  de  equilíbrio: 

Plp  +  P'^p,  +  P"^p^  +  etc  ==  o 
Oll 

2  P$p  «  o  (7) 

isto  é,  para  que  exista  o  equilibrio  ê  necessário  que  a  som^ 
fna  dos  momentos  virtuaes  de  todas  as  forças  que  actuam 
sabre  o  ponto  seja  nulla. 


} 
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A  equaçfio  (Tj  pôde  tomar  uma  outra  forma  mais  conve- 
niente ao  calculo. 

Designando  por 

as  projecções  do  deslocamento  \irtual  &  sobre  os  Ires  eixos, 

teremos: 

^  as  ^  cof  9  ,  cy  =  ^  CM  4'  ,  2<  =  ^  co«  6" 

Eliminando 

cos  9  «  cos  6'  6  cos  ^' 

entre  est/is  relações  e  a  equaçfio  i4)  e  attendendo  que 

ir  =  ^  cos  ,\  , 
resulta : 

A  equaçfio  de  equilibrio  para  o  ponto  livre  tomará  assim 
a  forma  : 

X  $j:  +  YZy  +  Ziz  =  o  {8) 

Si  O  ponto  considerado  em  vez  de  ser  livre  for  sujeito  a 
jxjrmanecer  sobre  uma  curva  ou  sobre  uma  superfície,  em 
íjualquer  destes  casos  as  forças  que  o  mantém  em  equilibrio 
íieterminam  uma  pressão  sobre  a  curva  ou  sobre  a  superfí- 
cie o  estas,  de  conformidade  com  a  lei  de  Newion,  reagem 
sobro  o  ix>nto,  sendo  essa  reacção  normal  a  curva  ou  a  super- 
fície, segundo  a  lei  complementar  de  Garnot. 

Para  que  o  ponto  esteja  em  equilibrio,  como  se  suppõe,  é 
necessário,  pois,  (lue  a  resultante  das  forças  seja  também 
normal  ú  linha  ou  á  superfície. 

Suppondo  ao  ponto  um  deslocamento  virtual,  si  este  for 
infinitamente  pequeno,  o  que  nos  dous  casos  é  indispensá- 
vel, dar-se-ha  elle,  no  caso  da  curva,  segundo  a  tangente  a 
essa  curva,  e,  no  segundo  caso,  no  plano  tangente  a  super- 
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flcie,  de  modo  que  em  qualquer  dos  dous  casos  a  projecçfio 
desse  deslocamento,  velocid?i(lo  virtual  no  primeiro  instante 
do  movimento,  sol)rr  a  resultante  normal  á  linha  ou  á 
superHcíe  será  nulla.   Teremos,  pois,  B^r  =  o. 

Por  conseguinte,  como  no  casj  do  ponto  livre,  a  con- 
diçOo  de  equiliJ^rio  será  expressa  pela  equação: 

Vejamos  o  caso  gerai  dos  st/st  emas  ou  conjuncto  de 
pontos  entre  si  ligados  de  uma  maneira  qualquer. 

Den  jmina-se  mooimento  virtual  de  um  systema  todo 
deslocamento  infinitamente  pequeno  (jue  se  possa  attrl- 
buir  ao  systema  sem  que  esse  deslocamento  realmente  se 
effectue. 

Para  maior  clareza  consideremos  em  primeiro  logar  o 
typo  mais  simples  que  a  questão  pôde  apresentar'. 

Supponhamos  dous  pontos  in  e  m'  entre  si  ligados  e 
respectivamente  sjb  a  acçào  de  duas  forças  iguaes  F  ^  F  % 
directamente  oppostas.  Sejam 

as    coordenadas  desses  pontos   referidos   a  três  eixos   re- 
ctangulares, era  distancia  entre  elles. 
A  expressilo  dessa  distancia  será  : 

r«  =  (  o;  -  a:'  )•  +  (  1/  -  j/'  )>  +  (  í  -  y  )« 

Os  cosenos  dos  ângulos  formados  pela  força  F  com  os 
eixos  sendo  : 

X  -^  x'  y  —  !/'  ir  —  a' 

r         '  r         '  r 

as  projecções  dos  deslocamentos  virtuaes  do  ponto  de  appli- 
caç45o  da  força  F  sobre  os  três  eixos,  em  virtude  do  movi- 
mento virtual  que  se  suppõe  ao  systema,  seroo  : 

(B  —  x'                   y  —  y'     ,  z  -^  i' 

— ô»  ,  — o  y  ,—  — - —  ô»  ; 
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d'(jnde  resulta  para  trabalho  virtual  da  força  F  : 

— T  (  ^ '' ""  ■■'  ^  '^^  +  ^  •"  -  í''  )  ^^'J  -f  ('-*')  5-  ) 

Sendo  í)  rorç.i /*"  da  inosniu  tllrocvão  e  sentido  cjiitrario 
que  a  fon;a  Fy  tereiiios  para  exprossvlo  do  sou  tralxiUio 
virtual : 

IL  j(  .0  -..'  ,  e.  •  +  (  y  «  ,/  )  íy'  +  (  -  -  5'  )  $i'  J 

Sendo  F  =  F'  a  somma  dos  trabalhos  virtuaes  dessas 
duas  forças  será  : 

W     -^  (  (^  -  ^  )  ( í-^  -  ò^' )  ^  ( y  -  !/' )  (  íy  -ô  //' )  + 

4-  (  5  -  5'  )  (  53  -  85' )  I 

Dift'erenciando  a  expressão  de  r,  substituuido  o  signal  d 
do  diffcrenciaçíío  pelo  signal  ò,  sul>stituiçno  cuja  explicação 
mais  adiante  daremos  no  estudo  do  calculo  das  variações, 
resulta  : 

r  5  r  -  (  X  -  a-'  )  (  $r  -  ío;'  )  +  (!/-!/')(  ôy  -  a»/'  )  + 

+  (  5  —  ;'  )    (  5j  -  ia'  ) 

Substituindo  este  valor  na  expressõo  (l\,  teremos  para 
somma  dos  trabalhos  virtuoes  diis  duas  forças  : 

Sendo  esta  expre3;^uo  nulla  quando  /•  é  constante,  con- 
cluosrí  (jnr  r  if  todo  morimrtito  cirluul  para  o  qaal  a 
<Ust(tticia  r  ctitrc  os  dons  jio/itos  não  varie  a  somma  dos 
trabalhos  virtuaes  das  forças  F  e  l'  é  irjual  a  ^ero. 

Tal  seria  o  resultado  si  os  dons  pontos  se  achassem  li- 
gados a  distancia  invariável  um  do  outro,  por  uma  haste 
rígida  ou  ligados  por  um  íio  iverfí/itamente  ílexivel  o  incxten- 
sivel  desde  que  OvSte  íio  ílcíisse  inteiramente  tendido  durante  o 
movimento  virtual  supposto. 
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Consideremos  agora  o  cns)  de  um  systema  constiluido 
por  um  iiiiinero  (iiialqnor  do  noutos.  Estc^  systt^ma  ixklo  ser 
livro  no  seu  movimi.Mit)  oii  tor  um  ou  mais  (!•*  sous  pintos 
sujeitos  a  permauíi^coivm  soI)ro  curvar^  o:i  :"^u|)eríicu*s  íixa.'^  ou 
outros  restrkvoes  (iua.siiu*r.  S-Jam  quaos  t-nN-m  «ms  liíjarrKS 
entre  os  differentes  pout  js  do  systema,  valias  são  sí'uipiv;  con- 
sti  til  idas  por  pontos  mat(.»ria«*s,  ([ue  fazem  parle  dv^sse  sys-. 
tema,  exercendo  uns  sj1)iv  os  outros  reaeroes  deseouliecíidas  ; 
do  mesmo  m^xlo  o  cfleito  dos  olxstaculos  fixos  ou  rest  ricçõcs 
sobre  os  pontos  do  i;ystema  rc'duz-sotam])em  a  roacrões  des- 
conlieeidas  por  ell(;s  ex«^:'cida5 ;  assim,  i)Ois,    os   resultados 
finaes  de  taes  ligaçòt.-s  c  restri(x;ões  suo  foivas  dí.^seonliecidas 
íjue    concorrem  com  as  forças  motriz<»s  propriamente  ditas 
para  manterem  o  equiliI)rio  do  systema,  o  qual  deste  modo 
pótlc  ser  concel)ido  como  composl)  de  poutí)s  materiaes  li- 
vres, sujeitos  á acção  das  forças  dadas  que  actuam  s.íl)Pe  elle, 
e  das  reacções  desconhecidas  provenientes  das  ligaçrx^s  (^  das 
restrioçrK^   impostas  ao  mesmo  systema.  Assim  considerado 
o  systema,  para  que  (41}  lique  em  equiliJ)rio  é  necessíirio  que 
esteja  em  equilil)Pio  cada  um  dos  sons  iK)n tos,  e  como  para 
iy  ponto,  como  vimos,  a  condição  de  equililirio  óque  a  somma 
dos    momentos  virtuaes  (\i>  todas  as  f<jrçns  i[ue  soljre  elle 
actuam  seja  iguala  zero  para  qualquer  deslocamento  virtual, 
segue-se  que  formando  a   equação  ('orr(\si)ondente  a  cada 
p:>nto    e  sommando-as,    o  resultado  será  a  (»xi)ressã  >  alge- 
l»rica  da  condição  de  equilíbrio  do  systema,  a  qual  (nn   liu- 
í^uagrem  vulgar  consistirá  em  que  em  iini  Sf/stcmcf  ria  eqnir- 
librio  a  somma  dos  momentos  cirtaacs  de  todíts  as/or(,-as, 
interiores    e  exteriores  que  soUe.itam  os   seus  dijfere/ites 
jfontos  é  nulUi  para  todo  movimento  virtual  do  sj/stema. 

Assim  formulado  este  principio  pouco  ou  nada  adiantaria 
por  cansa  das  difflculdadcs  da  apreria(;ão  das  forças  inte- 
riores ;  semelhante  inconveniente,  poróni,  p^xle  ser  afastado 
definindo-se  com  mais  precisão  as  condições  que  limitam  os 
movimentos  e  só  considerando  os  deslocamentos  virtuaes 
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compatíveis  com  essas  ondiçAcs.  Procedendo  deste  mod 
como  vam')S  ver,  ó  p)ssivel  eliminar-so  as  rcacçAes  desce 
iihecidas  e  só  manter  na  eqnaçíio  íinal  os  momentos  virtuat 
relativos  ás  f  )rças  motrizes  propriamente  ditas. 

Siipponliam  )S,  por  exemplo,  alguns  pintos  do  syslemj 
lií4:ados  entre  si  i)or  liastes  rigidas  e  indjíbrmavcis  ou  por  íioí 
lloxiveis  e  inextensiveis  tendidos  om  linha  recta  entre  nsdi- 
versas  partes  do  system a.  O  mí)vlm(nto  virtual  do  systems 
nHo  alterando  a  distancia  entre  d  )íís  ({uaosquer  dos  pontos  d 
haste  suflicientemente  próximos  para  agirem  um  sobre 
outro,  e  sendo  estas  acroes,  de^c  inhecidas  o  reciproca 
iguaes  e  directamente  oppo.^tas,  conf  )rme  a  lei  de  Newto 
segne-se,  pelo  que  já  deixamos  dfMHonstrado,  que  a  somi^ 
de  seus  momentos  virtnaes  ó  nulla  para  o  deslocamentos^ 
tual  c onsiden-ido  e  portanto  d(^sapparece  da  equação  finol  ^ 
momentos  virtnaes.  O  mesmo  ac  )ntece  para  o  caso  do  íio 
lignção,  desde  que  este  se  mantenha  perfeitamente  tend  3 
durante  o  dcsloc-amenlo  virtual,  ist  >  é,  nas  suas  deformaç  ^ 
os  comi)rimentos  dos  are  )S  elementares  ficam  invariav 
de  sorte  qnc^  podemos  considerar  invariáveis  as  distancí 
de  d  )us  pontos  assaz  pr  >xim os  para  agirem  um  sobru' 
outro.  Como  estas  consiier  i(;oes  est(Midem-se  a  qualquer  \w 
de  p  )nt  )S  do  syst.Mna  ou  das  ligiròes,  conelue-se  (lue  pa 
todo  movimento  virtual  d  >  syslemi,  ompativel  com  ess^ 
coiidimes  de  ligação,  a  somma  dos  munentos  virtnaes  dí 
rearroes  provenientes  das  ligações  é  nulla,  nOo  liguranci 
assim  na  equação  íinal.  Si  o  ponto  considerado  ó  obrigado 
permanecer  sobre  uma  curva  ou  so])rí"  uma  superíicie  íixa 
paratodomovimcntovirtuald  >systema, compatível  c  mi  essa 
restricções,  o  desljcamento  vii*tual  do  ponto  será,  segund 
a  tangente  a  curva  ou  no  plano  tangente  á  superíicie,de  Tórm 
({ue  o  m  miento  virtual  correspju  lente  á  reaeçã  )  da  curv 
ou  da  superíicie  sei'á  niillo.  Si  a  ^upe^iicie  de  (jue  se  trata  ta 
parte  do  syòtema,  desl  )cando-se  com  elle,  neste  cas  >  a  vele 
cidade  virtual  do  ponto,  a  qual  representaremos  pjr  $.s,  obr 
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gado  a  permanecer  sobre  essa  superíi(*ie,  nao  será  mais 
perpendicular  a  reacção  norniíil  da  siiperficie,  porém  será  a 
resultante  de  uma  veloiridade  desse  pontí>,  tangente  á  su- 
perfície movei  e  da  velocidade  proveniente  do  movimento 
desta  superlicie.  Substituindo,   pois,  a  velocidade  òs  pelas 
suas  componentes   e   projectando  estas  sobre   a    direcçõo 
Dormal  da  reacção,  é  claro  que  a  projecção  da  i primeira  é 
íJulia,  ficando  Bs  reduzida  s  .)monte  a  projecçOo  da  velocidade 
proveniente  do  movimento  da  superlicie.  Como  a  pressão 
^0  ponto  sobre  a  snperíicie  é  igual  e  contraria  á  reacçiío,  e 
sendo  a  velocidade  de  seu  ponto  de  applicaçílo  precisamente 
^  velocidade  do  movimento  da  superfície,  resulta  que  essas 
^uas  forças  teríio  momentos  virtuaes  iguaes  e  de  signaes 
contrários,  cuja  som  ma  será  nuUa. 

Mediante  estas  considerações,  podemos  formular  o  se- 
^^inte  principio  geral:    Pai^a  que  um   systcina  de  pontos 
^^teriaes,  ligados  entre  si  de  uma  maneira  qualquer  e  sob  a 
^^Ção  de  forças  quaesquer  esteja  em,  equilibrio,  ô  necessário 
^  ^ujfficiente  que  a  somma  dos  momentos   virtuaes  dessas 
forças  seja  nulla  para  todo  mooimento  virtual  do  si/stema 
^onípativel  comas  li  (j  a  coes  e  condições  a  que  está  sujeito. 
RepresenUínd ),  pois,   por  P   qualquer   das   forças  mo- 
^^izes  p  jr  Pòs  o  seu  momento  para  o  movimento  compatível 
^ín  as  ligações,  a  condição  de  equilibrio  do  systema,  re- 
sultante da  somma  de  todas  as  condições  correspondentes 
SOS  difíerentes  pontos  desse  systema,  será  algebricamente 
representada  pela  equação: 

V  (Pis)  =  o 

ou,  segundo  a  outra  formula  obtida: 

V  {X  Ix  +  Y  Ir  +  Z  Iz)  =  o 

Tal  é  a  equação  geral  da  statica. 

Si  as  acções  mutuas  de  dons  pontos  quaesquer  do  sys- 
tema não  se   exercerem  a  pequenas  distancias,  taes  como 
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as  acções  moleculares,  porém,  a  grandes  distancias  como 
no  caso  i)lnnetari().,  em  taes  cíisos,  embora  as  forças  sejam 
duas  a  duos  igiiaes  c  contrarias,  só  excepcionalmente  os  seus 
momeul'js  virtuatís  se  destroem,  de  modo  que  é  necessário 
juntal-os  ã  eíiimoâo  geral  d j  equilíbrio.  O  mesmo  devemos 
fazer  si  o  p  )nto  considerado  está  simplesmente  apoiado 
sobre  uma  superíicic  resistente  da  qual  pôde  afastar-se 
em  certo  sentido,  ou  obrigado  a  permanecer  sobre  uma 
superfície  capaz  de  atrito  ou,  finalmente,  ligado  a  mn 
outro  por  um  fio  elasticd.  No  primeiro  destes  casos  embora 
o  momento  virtual  da  reacção  suixiríicial  seja  nullo  para  os 
deslocíimentos  virtudes  sobre  a  superfície,  nOo  o  é  para  des- 
locamentos que  levem  o  ponto  a  afastar-se  infinitamente 
pou(!0  do  ponto  de  apoio,  e,  sendo  assim,  para  estes  últimos 
deslocamentos  é  necessário  incluir  na  equaçfio  geral  do 
equilíbrio  o  momento  virtual  dessa  reacç£io,  isto  é,  é  ne- 
cessari<3  alxstraliir  da  restricçno  imposta  pela  superfície  e 
(*.onsiderar  a  reac(;ão  correspondente  como  uma  força  que 
actua  sobre  o  systcma.  No  segundo  caso  será  necessário 
juntar  á  reacção  normal  cujo  momento  é  nullo  paro  os 
deslocamentos  sobre  a  superíicic,  uma  reacçfio  tangencial 
cujo  momento  nâo  será  nullo  e  deverá,  portanto,  figurar 
na  equação  do  equilibri<j.  No  terceiro  caso,  finalmente, 
considerando  mn  momento  virtual  do  systema,  produz/uido 
a  contracção  ou  oxl»Misão  do  fio  elástico,  que  oonstituea 
ligação,  quando  mesmo  as  forças  applicadas  a  esses  dous 
pontos  sejam  iguaes  e  contrarias,  e  a  distancia  entre  elles 
sufílcientemente  iiequena,  a  s  >mma  dos  momentos  vírtuaes, 
como  demonstramos,  não  é  nulla  e  deve  ser  incluída  na 
equação  geral. 

Como  complemento  a  este  estudo  sobre  as  velocidades 
virtuaes,  vamos  agora  apreciar  a  importante  lei  de  Lagrange. 

Considerando  um  ponlo  único  sujeito  á  condição  de 
permanecer  sobre  uma  curva  ou  sobre  uma  superfície,  a 
condição  para  que  elle  fique  em  equilíbrio  é,  como  já  vimos, 
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que  a  resultante  de  todas  as  forças  que  o  solicitam  seja 
Wmal  A  essa  curva  ou  á  essa  superficio. 

Supponhamos  agora  em  equilíbrio  um  systema  consti- 
tuído ix)r  um  numero  qualquer  de  i)ontos,  (.ada  um  dellcs 
^bre  a  acçOo  de  uma  única  forçai ;  o  equilil)PÍo  nílo  será  per- 
^^rbado  si  fixarmos  todos  os  pontos,  a  excepçõo  de  um  delles, 
^>  após  LSto,  supprimirmos  todas  as  forças  applicadas  aos 
Pontos  fixos.  Nestas  condições  teremos  apenas  a  considerar 
^^  ponto  e  a  força  a  elle  relativa. 

Si,  pela  natureza  do  systema,  este  ponto,  uma  vez  todos 

^^  outros  fixados,  só  pôde  mover-sc  sobre  uma  curva  ou 

^^Xia  superficie,  as  suas  condições  são  as  mesmas  em  que 

*^   acharia  si,  isolado,  o  sujeítaasemos  a  permanecer  sobre 

^^  i>i  obstáculo  fixo,  e  achando-se  ellc  em  equilíbrio,  como 

ppõe-se  estar  o  systema,  é  claro  que  a  força  que  o  solicita 

veser  normal á  essa  curva,  ou  á  essa  superficie. 

Esta  conclusão,  convém  esclarecer,  refcro-se  á  super- 

te 

^drie  ou  á  curva  ({ue  o  ponto  descreveria  si  todos  os  outros, 
m  excepção,  fossem  fixados,  porque  no  caso  em  (jue  só 
fixasse  parte  dos  outros  pontos,  níío  nas  seria  mais 
rmittido  supprimir,  como  suppuzemos,  todas  as  outras 
yas  do  systema,  de  modo  a  referir  a  questão  ao  aiso  de 
^xxi  único  ponto  sob  a  acçuo  de   uma  única  força. 

Supponhamos,  por  exemplo,  em  equilil)rio  um  systema, 
<^oiislituido  por  três  pontos  A,  li  cC  respectivamente  soJ)  a 
'^^^0  (las  forças  F,  F^  e  F^,  e  ligados  entre  si  de  modo  que 
^^So  possam  variar  suas  distancias  mutuas. 

Ojusiderando  .1  esuppondoquo  dos  dous  outros  pontoa 
^se  fixa  C.  o  ponto  A  só  poderá  niovor-so  sol)re  a  superfície 
íeumaesphera  determinada,  e  neste  movimento  arrastará 
<^  ponto  B.  Kste  ixMito  sendo  solicitado  por  uma  força /''i, 
íue  uSo  pôde  ser  supposla  supprimida  porc[ue  B  não  foi 
considerado  fixo,  reage  sobre  opt^nto  A  (lue  assim  íica  sujeito 
a  duas  forcas:  a  reacção  de  B  e  a  força  F.  Nestas  cr)ndicões 
para  que  o  ponto  - 1  esteja  em  equilíbrio  nuo  é  a  força  F  <jue 
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(leve  sor  normal  á  supcíríicio  da  osphera  que  elle  desci 
e  sim  o  resiiltaute  dessa  forra  c  da  reacção  de  B. 

Sl  p  )rém  siippozermos   lixos  os  pontos  B   e    C,  B 
caso,  podemos  snpprimir  as  íbrcjas  liOF^,  de  sorte qu6 
ponto  .1  só  íica  sujeito  á  acçâ)  da  força  F,  e  como 
ponto  S(3  pi jile,  estando  as  dons  outros  lixos,  descrever 
circulo  em  torno  da  recta  DC,  c  )nclue-S(^  rigorosamente 
a  força  Fqwc.  o  solicita,  desde  ([ue  elle  é  supposto  em 
])rio,  deve  ser  normal  a  esse  circulo. 

P(jdeni()S,  pois,  formular  o  seguinte  principio: 

Ao  cqailibrio  dos  stjsíemas  cada  força  deve  sernjon 
á  superfície  ou  d  curca  sobre  a  qual  o  seu  ponto  de  flj 
cação  Jícaria  sujeito  a  mooer-se  si  todos  os  outros 
fossem  considerados  Jlvos. 

Tal  é  o  caracter  geométrico  da  lei  de  Lagrange. 

Vejamos  agora  o  seu  caracter  algébrico. 

Para  íicar  geometricamente  delinido  um  systema  inva- 
riável de  um  numero  n  de  pontos,  é  suíTiciente  toma 
três  desses  pontos  a,  b  e  c  e  a  elles  unirmos  todos  os  outroBí 
de  modo  (pie  cssos  três  pjntos  íicam  constituindo  a  base^ 
íx>mmum  de  muitas  pyriunides  triangulares,  cujos  verlioeS: 
serão  us  (Xitros  pontos. 

SupiH)ndo  uma  força  api)licada  em  cada  pontij  do  sy9-. 
tema,  decom[)ondo  as  forças  applicadas  aos  vértices  segundo  l 
as  três  arestas  c  >rre.spondentes  e  as  forças  applicadas  em 
a,  b  e  c  em  fonjas  iguaes  e  (.'ontrarias  ás  primeiras  segundo  ■■ 
as  arestas,  e  < «montras;  supprimindo-se  as  forças  iguaes  ' 
e  contrarias  das  arestas,  apenas  restarão  três  forças  applica- 
das aos  tros  angul(.>s  da  base,  as  quaes,  no  caso  de  equilíbrio 
do    syst(.'ma,    devem   poder   ser   decompostas   segundo  os 
três  lados   dessa    Ixise  em  forças  duas   a   duas  iguaes    e 
cjontrí  irias. 

Por  conseguinte  para  cpie  se  dò  o  equilíbrio  do  systemaé 
necessário  (lue  todas  as  forças  que  o  solicitam  se  possam 
decompor  segundo  as  rectas  que  unem  os  seus  pontos  de 
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appUcí.içuo,  dons  i\  (li.)U.>  em  forí;as,  duu»  a  dims,  igiuios  o 
r-ontrarias  st^giiiuio  cada  unia  di.-ssas  rertas,  cujo  niutioro 
vem  a  ser  (  í.^ii  —  G). 

Esta    colidirão   é    u-cossaria    no   C(iuilil)rio   do    todo  c 
qiial«iucp   systoma,    o    (jiiando   as   distancias    mutuas    dos 
p)nt  =  >s  do  systoma  considrn;do  sào  toilas  invariáveis  essa 
clccomp:>siçno  é  siiílicieiítc  i^ara  o  eqnilil)rio,  ([uahiucr  (jue 
seja  a  proporção  «ias  eompoihiilesseguml)  as  distancias  mu- 
tuas dos  pontas ;  ([Uíindo,  poróm,  e-sas  distancias  sHo  uma 
funcçri'.»  de  seus  comprinionlos,  íuncção  que  devo  íicar  con- 
stante qualquer  que  seja  a  posição  do  systema,  neste  caso,  a 
deconii)osição  acima  referida,  embora  sempre  necessária,  não 
basta  para  asse^^urar  o  Ciiuilibrio  do  systema,  sendo  preciso 
ainda  mais  para  isso,  <iue,  de  uma  recta  para  outra,  entro 
as  forças  i^^^uaas  e  c  )ntrarias  exista  uma  certa  i)r()p(>rção  que 
dcpeutU*  da  natureza  da  íbrmaeão  proposta. 

O  modo  geral  do  deduzir  ess^i  proporção  da  íbrmação 
dada  é  em  que  verdadeiramente  consiste  o  caracter  algébrico 
da  lei  de  Lagrange. 

Para  bem  claro  tornar  o  espirito  de  tão  importante  eon- 
cepçOo,  vamos  considerar  o  cas  )  mais  simples  e  mais  deci- 
sivo, deixando  as  exi)Iieaçòc*s  mais  completas  para  quando 
tratarmos  da  estatiai. 

Supponhamos  primeiramente  um  systema  de  quatro 
jx)nt  )S.  As  distancias  mutuas  desses  pontos:  ///,  n,  />,  c/,  /•,  s, 
GOiíf  >rme  a  explicação  geométrica  anterior,  p  dem  ser  con- 
cebidas como  as  arestas  de  uma  pyramido  triangular  cujos 
vértices  serão  esses  pontos. 

Seja: 

f  (m^  w,  ;;,  q^  r,  s)  =:^  L  =  const,  (1) 

uma    formação  qualquer  das  distancias,  a  íjual  deve  ficar 
constante  qualquer  (pie  seja  a  posição  di)  systema. 

Supponliamos  uma  força  applicada  a  cada  ponto  do  sys- 
tema e  este  em  equilíbrio.  Decompondose  cada  uma  dessas 
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r)P(;as  em  tros  outras  segundo  as  três  arestas  contíguas 
<lí)  seu  ponto  do  npplicaçno,  resulta  i^elo  que  já  ficou  dito, 
<|iio,  (vslnuílo  osystema  em  equilíbrio,  as  duas  componentes 
situndns  í^n  cada  aresta  seroo  necessariamente  iguaes  e 
conli-nrins,  de  modo  que  apenas  resta  determinar  qual  a 
|)n)[))r(;rio  (las  componentes  em  torno  de  cada  vértice  da  py- 
nuniilr.  Para  isto  suppon liamos  três  quaesquer  dos  quatro 
ponLns  (losystema  fixos  no  espaço,  o  quede  modo  algum 
prrturlMi  o  C(iuiiibrio.  Mediante  esta  hypothese  e  em  virtude 
^\n  npi/u;rMi  (1)  o  (jjiarto  ponto  só  poderá  mover-se  sobre  uma 
.siípcrllch' curva,  de  sorte  que  para  ser  possível  o  equilíbrio 
HM pposh)  r  ncex^ssario  (lue  a  força  única  que  o  solicita  seja 
normal  â  essa  superíicie. 

Sim  H lo  fHy  n  c  />  as  três  arestas  que  vSo  ter  ao  ponto  con- 
siderado, a  superíicie  (pie  elle(>  ul^rigado  a  descrever,  quando 
lodos  (»s  outros  sfio  su[)post()S  lixos,  6  dada  pela  eqiiaçÃo: 

/'  ("'i  »*»  J>i  í»  >S  5;  «-  L  =  const  (2) 

sendo,  m,  //»  (»  /i  eonsidiMYulas  as  uni(*as  variáveis. 

A  normal  a  esla  sup(U'íicic  o]>tem-se,  como  sat)e-se,  pelo 
cMÍfulo  dill^HMíeial,  (k' terminando  as  derivadas  de  primeira 
oi'd(*ni: 

/*  'm,  H,  /».  7,  /•,  >•»,    /*  f'ii,  >i,  p,  í,  /',  5y,    /'  (m,  n,  p,  q,  r,  .*;      (3) 

..I  n  p 

da  (MpiaríV»  cl)  em  relação  a  tn,  n  e  p;  tomando  sobre 
//i.  //,  (»  /)  fomprinuMitos  respectivamente  proporcionaes  a 
essas  rorinn(;ò(\s  i>rinias  e  S'>])re  ellas  construindo  um  paral- 
h'lep|pedo,  n  diagonal  deste  ser.i  a  normal  prcxurada. 

(M*a,  devendo  a  Ibrça  appUeada  ao  ponto  considerado 
agir  segundo  a  direeeA)  dessa  normal,  (1»  claro  que  as  suas 
Ires  eonipííUtMites  segundo  as  arestas  m,  n.  e  p  s5o  necea- 
snriamtMílo  proporeionaes  a  essas  formaçíjes  primas.  (3) 

Uaeioeinio  análogo  nos  mostraria  que  no  ponto  de 
convergência  das  ivoò  arestas  ni,  q,    e    /•,  as   três  compo- 
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nentes  da  força  que  solicitam  esse  ponto  sao  proporcionaes 
ás  ires  formações. 

f  (  tn^  n,  p,  í,  r,  s)^  f  (  m,  n,  ;>,  q,  r,  «;,    /^  (m,  n,  p,  7,  7%  *;, 

e  assim  por  deaiite. 

Por  conseguinte  as  forças  iguaes  e  contrarias  segundo  as 
seis  arestas  /h,  n^  /;,  q,  v  (^  s  sHo  toílas  proporcionaes  ás 
formações  primas: 

/^ff»,   n,  /»,  ^,  r,  5;,  /'  rm,  «,  p,  5^,  r,  s),    f  (m^  n..  J,    T  r>»,  »^.-m 

r  t 

■ 

Fica  assim  rigorosamente  demonstrado  que  si  quatro 
OLirpos  ou  pontos  sào  ligados  entre  si  pela  condição  de  que  uma 
formação  qualquer  de  suas  distancias  mutuas  tica  constante, 
esse  systema  só  p(')de  cstiir  em  equilíbrio  desde  que  esses  cor- 
pos 011  pontos  sejam  solicitados  uns  para  os  outros,  se- 
cundo suas  distancias  mutuas,  por  forças  proporcionaes  ás 
formações  primas  ou  derivadas  de  i*»  ordem  da  formação 
d&«la,  relativamente  a  essas  distancias. 

Si  a  formação  (1)  xmy  contivesse  as  seis  distancias  mu- 
tuas, iHjrém  somente  algumas  delias,  a  questão  resolver-se-hia 
do  mesmo  modo,  sendo  nuUas  no  resultado  as  forças  se- 
gundo as  distancias  que  nao  liguram  na  equação  dítda. 
Suppondo,  por  exemplo,  que  das  trcs  distancias  ;/í,  n  e  p 
df3  primeiro  ponto  aos  outros  só  in  e  n  entram  na  íorma- 
çôo  (1),  ti  superfície  que  esse  pont'>  lica  sujeito  a  descrever, 
quando  todos  os  outros  sâo  considerados  fixos,  será  dada  ixíla 
equação  : 

f(in^  n,  q^  r,  5;   —  coyist 

considerando  somente  ni  e  n  como  variáveis,  isto  é,  será 
uma  siiperflcie  de  revoluçilo  (^m  torno  da  linha  que  une  os 
dous  pontos  d'onde  partem  os  raios  vín-íopcs  m  e  n:  de  modo 

Mecânica    7 
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q\w,  a  normal  a  esta  superfície  é  simplesmente  a  diagonal  de 
um  parallelogrammo  construido  sobre  duas  rectas  pro- 
porcionnes  ás  formaçr)es  /'m  (m,  n,  ^...-X  /\  (m,  n,  q....\ 
tomadas  sobre  os  prolongamentos  desses  raios  vectores. 
Por  conseguinte  a  força  fiue  deve  agir  segundo  a  normal  a 
f'S.sM  sui)erlicie  dec^mpõe-se  inteiramente  segundo  as  dis- 
tanoiíis  ///  o  n  em  duas  outras  proporcionaes  a  /',«  efn, 
nfl  >  dando  nonhumo  componente  segundo  a  distancia  p,  que 
iifi  )  entra  na  r)rmai;no. 

Si  (las  três   distnnclas  //i,  n  o  />,  só  m  entra  na  forma- 
r-fío  «latia  (i),  o  p  mto  correspr.K lente  a  essas  distancias  só  j 
[)  nUrá  descrever,  (punido  codos  os  outros  forem  fixados/ uma  ^ 
f-:up('rii(!i(^  díida  pela  eiiuaeflo : 

f(m^  q^  r,  s)  =»  con$t 
/ 

siMid  >  ni  a  única  variável,  o  que  equivale  á  equação : 

771  s=>  const 

Kssa  snihTficle  será,  p  )ls,  uma  espliera,  tendo  m  pari* 
r.iioc,  por  e  )nse.4nint(3,  a  linha  ?n  lhe  ?erá  normal,  de  sorte? 
(|iií'  i\  f. n*ça  (\\\i'  deve  ugh'  Hegmido  a  normal  coincide  inteira-^ 
nichlcc  un  m  e  suas  c  >mp  )neiitcs  S(^gundo /?  e/>  são  nnllas-' 
llcsnlLt  ilisl  )  quo  não  i):Vle  haver  nenhuma  acção  entre  o^ 
poiít  is  d  » sysltMua,  seguiido  s:uas  distíiuíMas  mutuas,  que  9^ 
ruMnai.-aodada  nlo  Cv)nlen!ia. 

ílHisid('i'tMn  >s  aiiora  um  nunievo // qualquer  de  p:>ntos, 

*  ')  íi^^y  w,  ;) M,  vj  ■==  L  =  onst 

a  <MiiM«;iVMMitro  as  suas  distancias  mutuas, /)i, /2,  p,  etc— 
«  iid  I  i-ln-C»),  o  innnt^o  d(V-^sas  disíri -ias,  ellas  podem  ser 
\  «n-.id^MMdas  r  y.w)  r.q^res^aitaiid  >  as  a'-es'as  de  pyraniides 
hian'iilai'*v.  sueeeisiva-;,  ItMido  liiu  ;  ])ase  eomnium  ;  si  o 
niiuii"'.»*!.  disinnrias  T >r  suí^tí  >!•  dvv  :a  >s  «diminar  «as  exce- 
dMil-  â  (II   r  »usldiM'al-as  elimin-.das  pir  mno  das  equa<*òes 
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le    condição  que  existem  entre  rectas  que   unem  pontos 
lous  a  (lous  no  espaço. 

Isto  estabaieciflo,  supponhamos  o  systoma  em  equilí- 
brio sob  a  aeçíjo  de  forças  respectivamente  applicadas  aos 
seus  differentes  pontos. 

Kstas  forças,  como   mostrámos,    devem  poder  decom- 

por-se  segundo  as  linhas  m,  n,py  q,  /*,  etc,  em  forçais  duas  a 

duas  igiiaese  contrarias,  e  isto  feito,  trata-se,   para  conhe- 

cel-as,  de  determinar  qual  a  proporção  necessária  de  suas 

componentes. 

Considerem<js  quatro  pontos  do  systema,  os  quaes  repre- 
sentem os  ângulos  de  unia  das  pyramides  de  que  esse  sys- 
tema é  supposto  constituído,  e  supponhamos  que  as  suas 
distancias  mutuas  sejam  as  únicas  variáveis  na  equaçõo 
dada,  íicíuido  todas  as  outras  constantes ;  sendo  assim,  esses 
;  Wro  pontos  manter-so-hrio  conjimctamente,  como  si  o  sys- 
tema fosse  aí)enas  por  elles  constituído,  ligados  entre  si  pela 
c<luaçíjo  díidH,  na  qual  suas  distancias  mutuas  seroo  varía- 
^*í?ise  as  demais  linliíis  simples  números  dados,  dom  effeíto, 
oponto  vtTtico  da  pyramide  considerada  nâo  se  aclia  ligado 
^s  apestiis  suppostas  invariáveis,  as  quaes  assim  não  o 
P'-xlein  iníluenciar;  quanto  aos  três  pontos  da  Ijase  nos 
íuaes  essa.-^  infestas  vêem  convergir  três  a  três,  também  não 
podem  ser  por  ellas  perturbados,  porque,  comquanto  esstis 
arestas  tíMiham  si<Io,  i)or  hyp  )tlieso,  consideradas  isolada- 
inente  rígidas,  comtudo  ellas  são  suppostHS  moveis  cm  torno 
de  seus  pontos  <le  intt^rísecção,  que  por  sua  vez  são  moveis  no 
espaço,  o  que  evi«]enlemcnte  deixa  ver  que  ellas  naturalmente 
ac!jnii>anharão  em  seus  movimentos  os  três  pontos  para 
onde  c onvergeuí,  sem  influencia l-os,  seguindo-os  rni  todas 
as  íiguras  e  p  )Sições  que  resultam  para  o  systema,  quando 
siij)p<ji>se  variar  as  distancias  mutuas  dess(\s  pont  )S  nas 
equações  prop  jstas. 

S("n«i  »  íissim,  de  conformidade  com  o  coso  a:iteri«  r,  para 
o  equilibrio   particulor    desses  quatro    pontos  é  necessário 


r*  •"*  r 


í, +;  >o<"»^^ 
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que  elles  aejaiu  solicitados  uns  para  os  outros  por  forças 
proporcionaos  ás  derivadas  de  !•  ordem  da  formaçfio  dada, 
tomadas  em  relaçilo  ás  suas  tiistancias  mutuas^  e  esta  pro- 
p<jn;ao  deve  ser  evidentemente  a  mesma  no  equilíbrio  geral 
»1«>  systema,  p>niue  supposlo  o  equilíbrio  desse  systema, 
considera nd«>se  quaes«iuer  das  arestas  tornadas  rígidas  e 
supprimindo  desde  então  txlas  as  forças  iguaes  e  contrarias 
«pie  s*-  neutralisam  segundo  oáSiis  arestas,  o  equilíbrio  existe 
sempre  r,  fjortíiiito,  as  f,xvas  restantes applicadas  ao  systema 
parolai,  seguiid)  «is  anatas  ou  distancias  mutuas,  mantidas 
variáveis,  devem  lu-cessiíriamento  seguir  a  lei  do  equilíbrio 
do  svslem«. 

Assirn,  pois,  no  momento  do  tniuilibrio  do  systema  as 
comp^nent^-s  contmrias  q\h^  actuam  segundo  as  arestas  de 
uma  qu;ilqiKT  d;»s  pyramidcs  s^"io  pri>iK)rcionaes  as  derivadas 
tle  1^  «>rdeni  da  formação  dada,  tomadas  relativamente  a 
essas  linh/iS.  Om,  *rm  virtude  das  artistas  communs  ús  pyra- 
mides  sucassivas,  rsta  proporção  verilica-se  de  uma  aresta 
a  outra,  ♦.'Ui  to^la  u  fxteusâo  da  ligunu  de  sorte  que  todos 
os  ix)ntossã<i  ní»ce.%Síjriameiit'i  solicitados  uns  ixira  os  outros 
seguuílo  suas  distancias  mutuas  m,  n.  />  otc,  que  entram  na 
tV»rmaç5o  dada,  \Hjr  torças  [iro[)  >n*ioiKU\s  ás  derivadas : 

(rt)    f  (m,  n,  p  etc),  /'  (w,  n,  p  etc.),  f    {>n,  n,  p  etc.)  eto.  etc. 

Prolongando,  pois,  as  liuiias  in,  n,  ;>  etc.  de  quantidades 
(|ua(S(iuer  todas  propopcionae.s  ás  formações  (a)  a  ellas  rela- 
livas,  os  comprimentos  dessas  partes  prolongadas  repre- 
stMitarão  ascomponentos  das  forças  que  devem  ser  applicadas 
aos  pontos  rosi)ectivos,  e  a  resultante  «h^ssas  forçais  em  cada 
jionto  pv^prcseutará  a  forçíi  uiiica  que  nelle  deve  ser  applicada 
\M\vi\  trixse  o  equilíbrio  d')  systema. 

'I'al  ô  K)  caracter  algébrico  da  lei  de  Lagrange  cuja  gene- 
i-aliMaçAt»  a  casos  mais  complexos  faremos  na  estática. 

I»ai'a  achar  a  expressão  das  forças  e  assim  vermos  con- 
uiMumio  o  asjHicto  geométrico  dessa  lei,  o  modo  mais  simples 
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consiste  em  procurar,  para  cada  uma  delias,  as  suas  três 
componentes  parallelas  a  tros  eixos  rectangulares. 

Sejam  a-,  y,  e  ^  as  coordenadas  do  primeiro  ponto  ;  m, 
n  e  p  etc,  as  suas  distancias  aos  outros  pontos,  cujas  coor- 
denadas representaremos  por : 

^',  y\  -',  ^",  y",  i'\  ^'\  aí"\  y"\  »'"  etc. 
As  expressões  dessas  distancias  serfio  : 


m 


(  X  -  ;c'  )"  +  ( !/  -  y'  )'  +  (  ^  -  -»'  )• 


(ft) 


n 


(^  -x"y  +  (y^y"  Y  +  (x^  z"  )• 


(  X  ^  X'"   Y  ^   (y  ^y"'  y  +  (z  '-'  X"'   )• 

etc.  etc. 


8 


Sendo  os  cosenos  dos  ângulos  que  as  rectas  m,  n,  p  etc. 
formam  com  o  eixo  dos  ;/.*  representados  pelas  derivadas 
de  1**  ordem  das  expreasões  (6)  em  relação  a  ^r,  e  as  com- 
ponentes segundo  essas  rectas  sendo  representadas  pelas 
derivadas  (a),  resulta  que  as  forças  (a)  applicadas  ao  ponto 
considerado  darão  parallelamente  ao  eixo  dos  x  as  com- 
ponentes respectivas  seguintes : 

r      .    dm      f  dn      r  ^^     dp      . 


m 


dx      n 


dx     p 


dx 


quaes  se  reduzirão  a  uma  só  representada  pela  somma; 

m  dx  n         dx  p  dx 

ou,    O  que  é  a  mesma  cousa,  à  derivada 

dl 

dx 


da  formação  dada  em  relação  a  x. 
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Assim,  pois,  a  força  applicada  ao  primeiro  ponto  tec^aà 
a  sua  Componente  segundo  o  eixo  dos  x  representada  pel*^ 
derivada  de  1*  ordem  ou  formação  prima  da  formaçfio  dadi 
relativamente  ú  coordenada  do  ponto  correspondente 
esse  eixo. 

De  modo  análogo  obteríamos  para  as  componentes 
relação  aos  eixos  dos  y  e  dos  j  as  expressões : 

dL  dL 

dy  '        dz   ' 

o  como  a  resultante  vem  a  ser  a  diagonal  do  parallelepipecio 
construído  so!)re  essas  trcs  forças  rectangulares,  teremos 
para  direcção  dessa  resultante  ou  da  força  que  deve  soli- 
citar o  ponto  considerado  no  caso  de  equilíbrio  : 


Coiisiílerando  a  superfície  representada  pela  equaçSo 
L  =  const.  e  ahi  suppondo  como  únicas  variáveis  x,  y  e  ^f 
sal>e-se  ([ue 

dL        dL       dL 
-.  -  e 


dx  '      dy        dz 

sâo  proporcionaes  aos  cusenos  dos  trcs  ângulos  que  faz  ^ 
jiormal  a  essa  supvTlicii*  com  os  írcs  eixos,  e  sendo assií^^ 
conclue-se  que  a  força  (  o  j  é  normal  (\  superfície  curva  qU^ 
o  ponto  sol)re  que  elia  actua  poderia  descrever  si  todos C^ 
outros  ficassem  fixos. 

Raciocinando  do  mesmo  modo  jxira  com  os  outros  poii'' 
tos  de  svstema  concluiriamos  que  as  forças  que  os  solicilanJ 
sõo  proporcionaes  ás  formações : 

V     \'dlc")  '+   \dy"]  *"*"   \  ds"  /  ' 
etc,  etc. 
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^  cada  uma  delias  normal  á  superíicie  curva  que  o  seu  ponto 
d©  applicação  descreveria  em  virtude  da  eíiuaçSo  L  =  const., 
Si  to(Jr)S  08  outros  fossem  suppostcs  fixos. 

Podemos,  pois,  formular  a  lei  de  Lagrange  do  seguinte 
incKio : 

Xo  equilibino  dos  stjstcmas,  cada  equação  de  ligação 
c^igc  que  se  applíque  aos  pontos  desse  systema,  segundo  as 
sif.as  coordenadas,  forças  quacsquor  proporcionaes  ás  for- 
^naçnes  primas  dessa  equação  relativamente  ás  coorde- 
acidas  respectivaSy  e  a  direcção  da  resultante  dessas  forças 
^fH  cada  ponto  é  normal  á  superjicie  que  elle  descreveria  si 
todos  os  outros  fossem  suppostos  fixos. 

ÍLStas  forças  reprcsentnm  ns  resistências  que  os  corpos 
deveriam  experimentar  em  virtude  de  sua  ligaeilo  mutua 
^u  p<,p  parte  dos  ol)Staculos  que,  pela  natureza  do  systema, 
poderiam  oppor-se  ;io  seu  movimento,  isto  é,  sao  as  forças 
iiUeriores  que  assim  podem  ser  determinadas  pela  lei  do 
^^grange. 

ilMinvm  observar  ([ue  si  o  systema  é  constituído  por 
^Unfi^Q  pontos  S(')rnente,  para  determinar  a  pyramide  de  que 
^^ses  i)ont<)S  sã()(H  aui^uios,  são  necessárias  suas  seis  dis- 
^^^íií^íhs  mutuas,  e  assim  não  ha  nenhuma  equação  de  condi- 
^^^o  ;  quando,  iiorém,  o  numero  de  pontos  é  maior,  ha  mais 
^'^taiicias  mutuns  do  <!ue  é  necessário  para  assegurar  a  íigu- 
^<^  do  systemn,  e  rntno  existe  entre  todas  as  distancias  tantas 
^qunções  de  condirno  quantas  as  linhas  supérfluas. 

P(xle-S'\  i)ois,  eliminar  ou  introduzir  na  formação  (3)  as 
linhas  qiio  se  queira,  imia  vez  que  a  combinação  daquellas 
^'lUcições  o  permitia,  de  sorte  a  fazer  variar  as  distancias 
í^t^  entram  nessa  formação  e  a  f(>rma  desta  de  multas 
ínaueiras. 

Ora,  conforme  as  distancias  entre  as  quaes  se  deseja 
<^btera  formaçilo  (3),  (/l)ter-se-ha  taes  e  taes  forças  segundo 
^^'sas  distancias,  e  semlo  assim,  parece  plausível  que  as 
fcrras  totaes   que  resultam   para  cada  ponto  também  não 
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■'.1  «:^iUr('  os  n  pontos,  segundo  ms  suos  (3/í  —  6) 

'itiins,  que  entram  na  íbrmac;Oo  (3),  conclue-se, 

•  ixHMíos  exiKDsto,  (ino   oisses  pontos  agirOo  uns 

■  i:''K  sefJTundo  essas  distancias  m,  riy  p,  etc,  na 
•viíiarOes  : 

r.  r ,  r  ,  r  ,  etc 

»rt  n  jj  // 

■  i;i,  ignora-se  o  modo  por  quo  está  o  systema  or- 
.'i.i  seni  possível  di/.or-se  pela  simples  consideração 
'.:{)<iuaes  as  reacçijes  verdadeiras  dos  differentes 
•is  que  nfio  se  poderá  saber  si  as  ligações  que 
<ít'terminar  essas   acções   directas  sôo    ou   nõo 

í  !S  ao  longo  das  linhas  //?,  /«,  etc.  que  entram  na 
'")  da  formação  (3). 

1.  pois,  a  formaçAo  (3)  que,  sol)  cpialíjuer  forma  que 

^•; i racterisa  c  basta  para  fazer  conhecer  immediata- 

!'■  »rç^HS  únicas  (mj  iiue  «levem  ser  applicadas  aosdiffe- 

■:itos,  nílo  basta  para  dar  a  conhecer  o  modo  como 

uSseílLstrlbuem  realmente, sendo  para  isso  indispen- 

■  iSiderar  ainda  a  coiistiluiçrio  do  systema,  e  ver  (luaes 
.!»riHS  mutuas  segundo  as  quaesa  communic^çaose  es- 

1'ealmente.  Si  esta  (íommunicaçdo  realisa-se  prex^isa- 

■  ;ruiidoas  distancias  que  se  apresentam  na  formação 
:  .  íomar-se-ha  immediata mente  as  formações  primas 
:s  a  essas  distancias,  v.  ellas  representarão  as  reacções 
'íiras  dos  differentes  pontos  ;  si,  iKirém^  a  communica- 

:;iiMiifesta-se  por  internif^dio  d(^  outras  linhas  será  pre- 

:»rimeipament.e  eliminar  da  formaçáodada  todas  as  ilis- 

íis  mutuas  ao  longo  das  quaes  uno  ha  ligação  imme- 

na  coastrucçâo  do  systema,  utilisando  para   isso  as 

timões  de  condição  entre  essas  linhas  ;  as  derivadas  de 

»nlem  da  formação  revSultante,  em  relação  ás  distancias 

íuas  que  restarem,  seroo  as  expressões  das  acç/k.'s  reci- 

H*as  que  realmente  dâo-se  entre  os  corpos  do  systema. 


106  MFXANICA  GERAL 

Afim  de  completar  esta  exposíçõo  do  verdadeiro  espiri 
da  lei  de  Lagraiigo,  vamos  considerar  como  faz  Poinsot,- 
quem  temos  seguido,  alguns  exemplos  bem  simples. 

Supponharnos  três  pontos  ligados  entre  si  pela  condiçi 
do  que  a  somma  do  suas  distancias  mutuas  m,  w  e  />,  sej. 
constante. 

A  formação  dada  (3)  será,  neste  caso: 

f  0^9  >*»  p)  =  n%  -\-  n  +  p,  =  const.     (e) 

Tomando  as  derivadas  em  relaçOo  a  m,  n  e  />,  resulta: 

h\  n  p 

Este  resultado  nos  mostra  ([ue  cada  um  dos  três  pontos 
deve  ser  solicita<lo  i)ara  os  dous  outros,  no  caso  de  equilibiío 
do  systema,  por  forras  iguaes,  de  maneira  que  as  tros  forraS 
nnicas  resultantes,  que  devem  actuar  sobre  elles,  silo  repre- 
sentadas em  grande/a  e  direcção  pelas  diagonaes  dos  U>songc>s 
respíTtivamente  ronstruidos  com  os  mesmos  lados  nos  treS 
vértices  do  triangulo  que  constitue  o  systema. 

Tal  é  o  caso  do  (^quilibrio  de  três  pontos  nos  quaes  pas- 
sasse como  em  aníiíMs  um  mesmo  ílo  inextensível  e  incom^ 
pressivel  ao  loiigo  do  qual  elles  pudessem  livremente  escor^ 
r(^gMr.   C-íando  esóes  pontos  movetn-se  de  modo  que  o  fio 
fiípio  sempre  tendido,  a  somma  de  suas  distancias  mnluaS 
fica  constante,  de  conformidade  com  a  equaçílo  (e),  e  cada  uni 
desses  pontos,  d<'sde  <[uose  considere  os  outros  dous  íixos,  S(} 
poderá  mover-so  sobre  uni  ellipsoide  de  revoluçQo  cujos  focos 
senlo  os  dois  pontc^s  considerados  íixos.  Dahi  a  razão  por  que 
cada  uma  das  forças  a])plicadas  divide  em  duas  partes  iguaes 
o  angulo  formado  pelas  distancias  de  seu  ponto  deapplicaçôo 
aos  dois  outros  pontos  do  systema,  pois  que  devendo  essa 
força  ser  normal  á  sui)erncie  do  ellipsoide,  nesta  superfície  a 
normal  divide  em  duas  partes  iguaes  o  angulo  formado  pelos 
raios  vectores. 
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Si  somente  a  somina  deiliins  das  distiiiiciiis  mo  n, 
exeniplo,  fòr  considerada  constante,  Isto  é,  si  n  foniiaçào  d. 
lor: 

r  (m,  nj  =  m  +  n  =  coasl. 


1.  r,.   _  1.  ^ 

Em  tal  Iiypothesp  seríi  necessário  nppiicar  aos  dous  i 
meiros  pontos  forcas  ignaes,  seguiidoassuas  distancias  m,  t 
ao  terceiro  ponto,  e  a  este  uma  forço  iyiial  o  contraria  li  reí 
taiite  das  duiis  primeiras,  nííu  havendo  assim  força  segn 
adistancia/»  que  núo  entra  na  equação  da<la. 

Este  caso  é  o  que  se  nos  apresenta  nosystema  constili; 
por  três  pontos  .4,  B  e  C  libados  por  um  fio  inexteiiaive 
inflexível  ao  luiiyo  do  qual  um  delles  .4,  por  exemplo,  p 
liiiTemeiite  escorregap  emquanto  que  os  dous  outros  são 
gsdoa  ás  extremidades.  Nestas  condiçOes,  suppondo-se  li 
tlsos,  o  ponto  ^  S(.'>  pofieríi  mover-se  sobre  um  ellipsoidt 
revolução,  tendo  Is  e  C  como  focos  ;  si  suppozermos  A  e 
doa  Outros  dous  pontos,  ií,  por  exemplo,  fixos  o  ponto  C 
potterómover-se  sobre  uma  espliera  tendo  ^  como  centr 
mesmu  acuntecerú  iiara  li  si  suppozermos  fixos  .4  e  C.  T 
Srazso  partjueoforçaapplicadíi  ao  ponto  ([uspóde  escorre 
flo longo  lio  íio divide  em  duas  parles  íyuaos  o  angulo  I 
Jnailo  pelas  iinliaSíít  e  «,  emquanto  que  cada  uma  das  d 
outras  forças  nclufi  sobre  o  ix)iito  centrai  ,4,  segunda  direc 
liniius. 
ConsÍderem<.:S,  por  ultimo,  a  formação  dada  da  forma 


/■(«i, '.,  petJ.)  = — --}-- — 1-- hotc.  =coDat. 

Tomando  as  derivadas,  lenuis  : 


i 


Pi  ' 


\ 


ti  \ 


1  *  •       • 


\:. 


4  » 


v.»^"-»  •       ."      . 


MECÂNICA  GERAL  109 


Como  veremos  as  (expressões  de  -Xi,  Vi  e  Zi  sfio: 


donde  resulta: 


i  í|'-(^-S^)->+»!''-g-)^'+"(^--S-)^ 


=  0 


Ksta  ('«(uaçâo  resumo  t.>:la  a  dynamica  do  mesmo  modo 
que  a  equação  : 

lime  toda  a  estática. 


Tal  ^^  o  modo   como  o  admirável   ^euio  de  I.a^range 
con<ieiis<:)u  em  du;iS  equac^oes  toda  a   mecânica  geral. 


CAL(MIA)    DAS   VARIAÇÕES 

* 

No  estudo  (|ur  arribamos  de  fazer  fomos  levados  a  consi- 
derar <">s  esparos  iiilinitamentc  pequcMios  descriptos  pelos 
pontos  de  um  c  )rpo  v  as  inodiílcaçòís.  correspondentes  das 
ccK>rdt  nadas  quando  í^ssc  corpo  era  supposto  deslocando-se 
para  t<>mar  uma  posição  inlinitamenle  próxima;  a  impor- 
tanciH  dietas  ;5Tan(It'zas  auxiliares,  denominadas  corianões 
e  ca racterisadas algebricamente  pelo signaH,  exige  uma  apre- 
ciaçíio  detalhíída,  ([uer  quaut  >  A  sua  natureza,  quer  ao  modo 
por  que  são  ellas  utilisadas  no  calculo,  e  O  est(»  o  objecto 
desta  ultima  i^artc  dn  preambulo. 

G>nsideremos  a  fí^rmarão  geral: 

if^TM;  (l) 

Suppondo-a  reprcstíntinido  a  equação  de  uma  curva,  con- 
teró  ella  as  cordena<las  j'  ti  //  do  um  ponto  (pialqucr  da  curva 
e  os  píírametros  que  deíinem  a  natureza  o  a  situaç^io  da 
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fórma  allí  representada.  Si  mantivermos  esses  parâmetros 
constantes,  e  fizermos  variar  cr,  resultarão  valores  para  y, 
os  qiiaes  comos  seus  correspondentes  de  .r  constituirão  as 
coord(Miadas  dos  diíTorontcs  pontos  da  curva. 

Si  X  e  y  suo,  por  exemplo,  as  coordenadas  de  uia 
ponto  m,  dando  a  ./*  um  accrescimo  a  e  designando  por  jo 
o  valor  correspondente  do  y,  as  coordenadas  yoe  x  +  a  deter- 
minarão um  se^^undo  p>)nto  da  mesma  curva,  tanto  mais 
próximo  do  primeiro  //?,  quanto  menor  for  o  accrescimo  ff - 
Ora,  considerando  o  accrescimo  a  um  infinitamente  pequeno 
d.r,  as  coordenadas  do  ponto  ni'  serii>Çv  +  dx)  e/  (.r+dr),  e 
este  achar-se-ha  iníinilamente  próximo  de  m,  de  maneiro. 
(pie,  sem  erro  sensível,  po  lemos  suppor  rectilíneo  o  arco 
comprehendido  poios  dous.  Fornuiladas  quaesquer  proprie- 
dades da  curva  mediante  esta  simpliíicação  da  fórma  do  seu 
element )  infiiiitesimal,  e  as  variações  iniinitamonte  peque- 
nas das  coordenadas,  as  rolarõiS  <iuo  as  traduzem  conterão 
necessariamente  taes  grandezas  auxiliares  e,  desde  então* 
a  quesião  consistirá  em  eliminar  essas  auxiliares  paraqii^ 
as  relações  sejam  relcridas  aos  elementos  reaes  de  cado. 
questão. 

Tal  é  o  espirito  e  o  objí^cto   geral  do  methodo  e  do 
chIcuI')  de  Leibuitz. 

Sob  este  pont'>  de  vista  considí*rada  a  equação  (1),  sui>^ 
ponliamos  que  um  pi)nl)  m  da  curva  descreve  um  dor? 
seus  element  >s  iiiíiniLesimatis  reoiiliiieos  o  passa  a  occupar  e* 
p  )Siçrio  m' ;  este  deslocís mento  produz  jxira  a  alxíissa  x' 
do  ponto  7H  um  accresciini>  que  dt^sigiiaremos  por  rf.re este 
sui)Stituido  om  (i)  nos  dará  para  o  accrescimo  da  orde- 
nada :  /*  Çv  n' (l,r)  —  /\^.)  ou,  como  sabo-se,  dy.  ^Vssim, 
l^ois,  as  diíToreiíciaes  d'-  e  dij  das  cjjrvlenadas  podem  ser 
conceiiidas  c  )mo  provonionti^s  do  des!ocam(Mit«)  infinitamente 
poípieno  do  uiu  ponto  ún  cur\n  soh/v  Ci>so  nicsnir/  curva, 
O  mcsm  )  so  daria  si  o.  )Usiderassom  )S  uma  superílcie  : 

-  =  A  (^^  y)  (V) 
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O  deslocamento  iiifinilamente  pequeno  de  um  ponto 
dessa  superfície  sobre  a  própria  superfície  determina  um 
accres<:imo  infinitesimal  para  cr  ey,  os  quaes  addicionados 
a  estas  variáveis  e  as  sommas  substituídas  na  equação  (2), 
€  do  resultado  suljtralilda  a  equação  primitiva,  nos  darao 
o  accroscimo  correspondente  de  j. 

Phenf)menos  ha,  pjrém,  cuja  meditaçílo  nos  leva 
naLiinilmcnte  a  considerar  os  deslocamentos  d^s  pontos 
de  uma  curva  ou  de  uma  superfície  c>mo  realisiindo-sc 
fóra  ilessa  curva  ou  dessa  superíicie. 

G<.>nsideremos,  por  exempl),  no  espaço  um  fio  ílexivel 
l>resf>  pelas  extremidades  a  dons  p :)nt.)S  fixos  e  sujeito  á 
acçuo  de  uma  força  F.  A  forma  primitiva  do  fio  modi- 
fiCH-Sf*,  e  isto  até  que  elle  tome  a  forma  compativd  com 
e'ii.iil-l>rio  Sfjh  a  influencia  de  força  F.  Imaginando  soli- 
dií içada  no  espaço  a  forma  primitiva,  podemos  conceber 
a  fornia  definitiva  como  tendo  resultado  de  uma  defor- 
ina<;âi>  «jfradual  da  primeira,  de  sorte  <iue  aula  ponto  da 
íi^MPíi  inicial  descreva  um  certo  espaço  para  passar  da 
prini<'ii*a  á  segunda  posição.  Kstes  deslocamentos  dos  dif- 
feíHíntcs  pontos  da  curva  primitiva  para  paasarem  A 
sog^uiida  curva,  determinam  nas  coordenadas  corresi)onden- 
tes,  in  )  liiicHÇoLjsquc  serão  tanto  menores  ({uanto  mais  pro- 
xiiii'ís  achareni-se  aò  duas  figuras  da  eurva.  Si  a  forma 
primitiva  acliar-se  in'initament(?  [)roxima  da  forma  de 
^•qiiilibri  j,  o  íieslocunento  dos  pontos  serão  infinitamniíe 
p<?i[iK'ii'XS  e  do  mesmo  m  )do  as  m  Mliiicaçoes  provenientes 
paí'a  íis  í*oordenadas. 

Sc^ja  agora  um  coriu)  P  compressível  representado  no 
esi>Mí;o  e  referido  a  três  eixos  co:)rdtMiados,  e  consideremos 
11111  I»  >iit  >  fti  de  sua  superíicie.  Imagine; ndo  />  subníeltdo 
íj  ^Mjc-^i  »der>rças  (pie  o  inanteidiam  em  equilíbrio,  a  forma 
7>  mo  1  ici-se  so!)  a  presslo  das  forças  até  adíjuirir  a 
fi3rinM  /^'  compatível  com  o  equilíbrio.  Suppondo  a  f('>i'ina 
i>   íixíi  la    no  espaço,    a    forma  P'    pode   ser   considerada 
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ovuiK»  i^i-ovenieiíte  de  uma  deformação  successiva  da  forma  P 
ilo  iuí^hIo  <iue  cada  ponto  da  superficie  P  descreve  um 
ivrto  espíiço  passando  dessa  superfície  para  a  superficie  P\ 
Km  virtude  deste  deslocamento  as  c<x)rdenadas  do  ponto  w, 
ivlativas  á  primeira  figura  da  superficie,  soffrem  uma  mo- 
iliiiiMijã'  >,  e  esta  será  tanto  menor  quanto  menor  for  a  distancia 
utH^\ss;\ria  para  píjssar  de  P  a  P\  G3a«iiderando  esta  distancia 
Inlinitanientc.»  iK^pitíno,  os  deslocamentos  <Ií3S  pjntos,  bem 
c»»ni'>  as  m«  Klificaí^ões  correspondentes  das  coordenadas, 
sorAo  lamlx?m    infinitamente  pequenos. 

Kstas  considerações  fazem  naturalmente  siu'gir  a  idéa  de 
conivber  as  modificações  infinitamente  i^equenas  das  coop- 
dtMiailas  do  uma  curva  ou  de  uma  superficie,  como  devidas 
nAo  mais  vMO  doslociunenlo  do  iN>nto  sobre  a  mesma  curva 
ou  snprríicio,  porrni  ?ío  d«íslucamento  do  ponto  passando 
íiessa  curva  on  n\\\)('.rí\r[o  p:)rn  uma  outra  infinitamente 
próxima;  a  rste:=?  <ií*slí)4:amentôs  e  modificações  infinita- 
nitMít('  pequenas,  novas  auxilíaros  para  o  calculo,  denominou 
La^Mvmge  variações. 

Vejam  ».s  íigora  o  í|n'*  rlot-rmina  esta  ooncei)çrio  sol)  o 
ponto  (It*  vista  do  calculo. 

Nas  oqiiar;r>es  (h  o  (2)  <l"s<le  que  suppozerm^js  constantes 
«»s  |M  ira  metros  (•  íizennos  variar,  na  primeira  ,r  e  na  segunda 
/  r  //,  de  (|uanli(lades  iníiniíament<»  pt^ípienas,  os  valores  cor- 
rospondenLes  de  //  e  z  ira  )  doíinindo  ns  diíTerentes  pontos  da 
rnrNa  «Hl  lia  siq)''ríieui  de  conCMrmid.-ide  eom  a  constituição 
iniiiiit">iinial  ;  sojxfste  aspe<;t<>  o  cftlctdo  de  Leibnitz  desen- 
soUru  lodosos  reenrsos  que  sc  podiam  íirar,  e  mesmo  esgo- 
l  Ml  M  questíl  ),  i>or  eoiis^gnintt»  a  euncepefio  das  variações 
tlu\c  M  »l»  o  ponto  de  vi-Ui  algébrico,  referir-se,  uecessaria- 
iueule,  a  niodilie^ieâo  dt»  outro  elemento  constitutivo  das 
vupiaeoe*^  :    os  parâmetros. 

U»  aUni-nle,  as  varia<;r)es  sendo  rei)resenladas  pelos  des- 
I  n.auivMd.»M  inllnitanieiite  i)eqnenos  dos  p:)ntos  de  uma  linha 
.».i  .K-  \\\\\A  :.np(M'lieie.  (piaudo  esses  pontos  passam  dessa 
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linha  ou  superfície  para  uma  outra  infinitamente  próxima, 
é  claro  que,  sob  o  ponto  de  vista  geométrico,  a  imagem 
alterou-se  ou  quanto  a  sua  fórma,  ou  quanto  a  sua  situaçtXo, 
ou  quanto  as  duas  simultaneamente,  conforme  a  segunda 
curva  ou  superflcle  tiver  a  mesma  situação  da  primeira 
apenas  dcf()rmandí)-se,  ou  apresentar  a  mesma  forma  sim- 
plesmente deslocada  ou,  finalmente,  apresentar  uma  forma 
e  situação  diíTorentes  da  primeira.  Ora,  nas  equações  (7) 
e  (P)  os  elementos  que  definem  a  situaç5o  e  a  forma  da 
curva  ou  super ficie  são  os  parâmetros  ligados  as  coorde- 
nadas por  um  determinado  modo  de  relaçfío,  por  conse- 
guinte, si  a  curva  ou  superficie  modifica-se  ou  de  forma 
ou  de  situação,  os  parâmetros  necessariamente  variam, 
e,  reciprocamente,  si  os  parâmetros  variam  as  imagens 
geométricas  moclificam-S(^.  ou  de  forma  ou  de  situação  ou 
ao  mesmo  tempo  de  forma  e  situação,  conformo  os  para- 
metríjs  affectados. 

Para  deixar  bem  clara  esta  influencia  mutua  entre  as 
imagens  geométricas  e  os  parâmetros  característicos  da 
imagem  algébrica,  e  ficar  assim  bem  comprQhendida  a  diffe- 
rença  entre  a  variação  e  a  dljferenrial,  vamos  considerar 
alguns  exemplos  muito  simples. 

Seja  : 

y  :=  h  -Jr  ax  (1^ 

a  equação  da  recta  AB  fig.  (17). 

Supponh?im(;s  o  ponto  m  dessa  recta  deslocando-se  sobre 
ella  e  percorrendo  um  espaço  ta  ni  infinitamente  pequeno 
ds.  Em  virtude  deste  deslocamento  as  coordenadas  x^y 
desse  pout<j  soffrem  os  accrescimos  ss'  o  in'ny  tambcm  infini- 
tamente pequenos;  estes  accrescimos  sOo  as  diíTerenciaes 
dx  e  dfj  das  c^Dordenadas,  o  ds  a  diíTerencial  do  espaço. 
Substituindo  na  equação  (/)  xctj  por 

(x  +  dx  )  e  (y  +  dy) 
Mecânica      ^ 
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a  ordenada  do  segundo  ponto  m'  será  : 

t/  +  rfy  =  6-f-a(a;  +  dx) 

Subtrahindo  desta  relaçilo  a  relação  (7),  teremos  : 

dy  =  adx 

Nao  figurando  neste  valor  a  differencial  do  espaço  ou  a 
deslocamento  m  ni',  porém  somente  o  deslíx^amento  segunda 
o  eixo  das  abcissas,  podemos  considerar  a  differencial  de  jf  \ 
como  directamente  produzida  por  um  accrescimo  infinita- 
mente pequeno  recebido  pela  abcissa  e  deste  modo  suppor  x 
a  variável  livre,  e,  portanto,  con^ítanto  a  sua  differencial  dx. 
D'ahi,  sob  o  ponto  de  vista  puramente  abstracto,  as  regras 
íundamentaes  para  a  differenciaçuo. 


Fig.  17 

Consideremos   agora  a  (juestâo  relativamente  as  varia- 
ções. 

Suppjnbamos  a  recta  AB  deslocando-se  e  indo  coiíhj 
cidir  com  AB^y  delia  iníinltamente  próxima.  Em  virtude  destt 
deslocamento  o  angulo  BAAi,  soffre  um  accrescimo  infinita-] 
mente  pequeno  BAB^,  o  que  leva  cada  ponto  da  recta  AB  a| 
descrever  um  certo  espaço  para  ir  ficar  sobre  a  recta  ABi* 


x/ 
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Seja  m  o  ponto  considerado  e  supponhamos  mni^  o  espaço 
\yjr  elle  deS(;ripto  para  occupar  a  posição  m^.  Este  desloca- 
mento infinitamente  pequeno  mmy  do  ponto  m  produz  nas 
suns  ox)nienadas  os  accrescimos  tíuiibem  infinitamente  pe- 
quenos rrii  fii  e  ssi.  A  moíUíicíiçõo,  pois,  da  situação  da  linlia 
AB  determina  uma  modiílcaçõo  no  angulo  BAAi,  e  por  con- 
seguinte no  parâmetro  n  da  equação  (1),  que  representa  a 
tangente  desse  angulo  e,  reciprocamente,  se  modificarmos 
na  equação  (1)  o  parâmetro  a  a  recta  A 13  deixará  sua  posição 
para  ir  coincidir  com  uma  outra  cuja  imagem  algel)rica  será 
reppcst^^ntada  por  aquella  eciuação  contendo  o  parâmetro  a 
modiíícado;  deste  modo,  alterando  gradualmente  o  parâmetro 
a  p'.KÍemos  fazer  com  que  a  recta  AB  vá  coincidindo  com 
uma  infinidade  de  rectas  .4/?i,  AB^  AB2,  etc.  Desde  que  easas 
re<;tas  consideradas  acham-se  infinitamente  próximas  uma 
da  outra  os  accrescimr)S  recebidos  pelo  angulo  BA  Ai  na  pas- 
Sítírein  de  uma  a  outra  posição,  o  espaço  percorrido  m  m^ 
I>elo  i)onto,  e  os  accrescimos  riii  n^  e  s.Si  de  x  e  y  serão 
infinitamente  i>equen()S  e  constituirão  as  variações  ^o,  05, 
ar  e  òfj  do  parâmetro,  do  es])aço  e  das  coordenadas.  Si  o 
angulo  BAAi  adquire  o  valor  90^,  a  equação  (1)  nos  dá 

equação  do  eixo  dos  y ;  si  o  angulo  torna-se  igual  a  zero 
temos 

a  =  o,  y  «=  &, 

e^iiiaçâo  de  uma  recta  yL-liparallela  ao  eixo  dos  x.  Assim, 
pois,  mantendo  na  equação  (1)  a  como  um  parâmetro  ar- 
bitrário pKlemos  representar  por  essa  equação  a  infinidade 
de  rectas  a>mprehendidas  entre  AY  e  A  Ai,  valores  limites 
Cí>rrespondentes  aos  valores  !)0  e  o  do  parâmetro  (7,  Si 
essa  equação  ó  supi^osta  relativa,  por  exemplo,  a  uma  dessas 
rectas  ABiy  para  passarmos  á  n^cta  infinitamente  próxima 
ABi^  í)asta-nos  na  equação  (1)  suppor  ao  param(^tro  a  uma 
variação  5a. 
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A  variaçáo,  por  conseguinte,  indica  sempre  que  se  passa 
de  uma  das  linhas  para  outra  infinitamente  próxima. 

Si  na  i)assiigem  da  recta  da  situação  AB  para  a  situação 
ABi  a  variação  do  ponto  tti  ou  m  nii  é  per[»endicular  ao 
eixo  dos  Xy  isto  é,  si  ni  descreve  a  recta  mm^,  neste  caso  J 
a  ordenada  será  a  única  a  variar  e  então  .7:  pode  ser  consi- 
derada constante. 

No  exemplo  que  acabamos  de  considerar  a  linha  muda 
simplesmente  de  posição,  sem  variar  de  íbrma ;  vamos  agora 
apreciar  um  outro  em  que  ella  varia  de  turma,  podend(^  tam- 
bém mudar  ou  não  de  posição. 

Seja: 

A^y*  +  B^  X*  —  2  A*  by  +  A*  (h^  ^  B*)  ^  o  (i) 

a  equação  de  uma  ellipsc  reierida  a  seus  eixos  e  situadas- 
uma  distancia  b  s  )bre  o  eixo  dos  f/,  e  EME'E  a  imagem  geo- 
métrica correspondente.  Fig.  (18). 


Fifr.  1^ 


Imaginando  essa  curva  d('r)rmand(vse  e  indo  coincidir 
com  a  elUi)se  EsE^Si  E,  em  virtude  desta  deformação  o  se- 
mi-eixo  CJ/recelxírá  um  accrescimo  Ms  e  os  pontos  da  pri- 
meira ellipse  descreverão  um  certo  espaço  i)ara  passarem  á 
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segunda.  S?jíi  ni  um  dcssos  pontos,  .>m»  7  snns  coordenadas 
e  mm'  o  espoçn  por  elle  porcorrido  (jnnndo  a  priírj  ira  elli-, 
pse  defornin-S'' e  vai  cohK^idir  om  a  secunda.  Esto  deslo- 
camento do  ponto  m,  passando  de  nnia  para  onlra  curva, 
pnxluz  pop  sua  vez  modilicaçõ(^s  m'fi  c  mn,  nas  coordenadas, 
tanto  menores  quanto  menor  for  o  espaço  des<TÍpto  mm' ,  de 
modo  5iiie  a  deformaçíí )  da  curva  importa  nma  modificaçõo 
DO  seini-eixo  CM,  isto  é,  no  i)arainetro  li  da  Cípinçâo  (1),  e  a 
modiiicaçâo  deste  paramiHr.)  tem  como  conso(]uencia  o  des- 
locamento do  ponto  m  para  //?'  o  cons.íguintemcnte  as  modi- 
'    ficaroes  nt'n  e  mn  de  x  e  de  // . 

Sui)pí>nd(>se  a  ellipse  /is  I\'Si  /•;  deformando-se  e  indo 
ooinciíiir  com  a  ellipse  /-/Sj  ^'5,j /'7,  o  stími-eixo  soíTrerA  um 
outr*»  accrescimo  ss^j  o  ponto  m'  despn^verá  um  certo  espaço 
para  f)MSsarda  2^  à  3-^  curví»,  e  esta  determinani  accresclmos 
corre.s pendentes  nas  coordenadas  (,r  +  mn),  e  Oj  +  fn'n),  e 
assim  por  deante  para  todas  as  outras  ellipses. 

Por  conseguinte  a  modilicaçâo  da  forma  importa  uma 
míxlilicaç^o  do  parâmetro  na  imagem  algébrica  correspon- 
dente e,  reciprocamente,  si  modificarmos  o  parâmetro  J5  da 
equação  (1)  a  Imagem  geométrica  deforma-se ;  do  maneira 
que  MS  niodiíicaçòes  que  resultam  para  as  coordenadas, 
em  virtude  das  modificações  do  parâmetro,  sao  sempre 
relativas  a  uma  curva  diversa  da  representada  pela  equação 
primitiva. 

Si  a  primeira  ellipse  achar-se  infinitamente  próxima  da 
segundo,  esta  infinitamente  próxima  da  terceira,  etc,  os 
accrrscimos  reccbiaos  pelo  semi-cixo  ^ni  o  parâmetro  7^  bem 
como  o  espaço  percorrido  pelo  ponto  e  as  modificações  cor- 
respondentes de  íT  e  //  serAo  infinitamente  j^equenas,  e  então 
Ms,  mm',  m'n,  mn  representarão  respectivamente  as  variações 
IB,  CS,  cy,  ò.r,  do  parâmetro,  do  espaço  percorrido  e  das 
coordenadas. 

Suppondo  D  ^  A,  a  equação  (1),  nos  dá : 

(y  -  0/  +  x«  «  A«  (2) 
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;^  Vir  r  r  //  ^'^  /  suppondo  Zi  =  o  resulta ' 

de  uni;«  •"        ^  ^  j  (3) 

Si  . 
^/y   ;,  çr*iHa  ao  eixo  dos  x. 

eixíí  '!  ,5^-::^  na  e(innçflo(l)  o  parâmetro  B 

a  oi''i-  ^"".:  ie  O  até  -4,,  essa  ecpiaçâo  comprehen- 

derii'  '       3»,  isto  é,  o  circulo  e  a  linhn  recta, 

. ;  ;í?t"s  compreliciididas  entre  e^sas  duas 
sini:  ^  ttissagíTii  de  iiin  ponto  de  uinn  dessííS 

ai)i'  '        ^íniool)tidH  iHila  vMriação  ao  parcimelro 

bci  ^j^^.  ,N]unçuo  (1)  relativa  a  ellipse  EME  Ey 

.jiATUios  passar  para  uma  outra  iníinila- 

^.,-'}H.)n^mos  nessa  equação  uma  variuçao  òfi 

^^  variações  resultantes  jKira  as  coordeuHdas 

i£«a  outra  curva  difíerente  da  representada 

"^^'  "^  vittitiva.   No  caso  de  ser  o  desl.M^aiTienlo  do 

'  ^ \^   fi    ou  sua  variaí-ão  i)eri)endicular  no  eixo 

^*  ^mIo  parâmetro  S(')  iníluirá  sobre  a  ordenada 

^  ^Ks**  •''  1^^^  ^''  considerado  constante. 

^^     *' .,ji,^ostas  considerações  de  um  modo  geral.  Si 

"  '**  *   <"ãtdias  cujas  eciuaçnes  sejam  : 

^>^n^*l-as  em  uma  única  imagem  algébrica  re- 

y  ^  F  (X,  «;  (2) 

«^«uiu  (virametro  arbitrário  «,  o  qual  para  os  valores 
^  II  i«  «I   reduz  a  equação  (2)    respeclivannente  as 

vti  1^»  ^^  lizermos  variar  na  Cíiuaçíio  (2)  o  parâmetro    ; 
'^**'''^^  ^  ^llmik^^  «1  ^  *2  teremos  uma  inílnidade  de  curvas, 
'    *.  s^  piKlom  ser  consideradas   como   provenientes  da 

""^^  ^'Hiií^Cí^*'^^'*'"'"**^  ^^^  ^^"^'^  delias,  e  a  jíassagem  de  uma    ; 
*"         curvas  para  oulr/i  infinitamente  próxima  obtem-se 
*r*ivMido-se  ua  tí<iuaçrK)  (2)Juma  variação  ©a  ao  parâmetro  «. 
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Destn  exposição  resiiltn  que  para  variar  uma  formação 

âSregrns  são  as  mesmas  (jue  para  difTerencial-a,  applicadas, 

/x?rém,  sob  o  ponlo  de  vista  de  hyi)Otlicscs  differentes.  DifTe- 

mjcjando  a  equação  rle  uma  curva,  as  relações  differenciaes 

//íie  resultam  reíerc^m-so  n  essa  mesma  curva,  a  operação 

náío  alterand  >  o  modo  de  relação  entre  x   q  ij,  supposto 

lempve  o  mesmo ;  raiiando  a  mesma  eíiuaçao  os  resultados 

►iitidos  são  relativas  a  uma  curva  divei*sa  da  i^rimeira,  pois 

variação  do  parâmetro,  alii  considerado  variável  livre,  e 

K^  jKxlo  não  entrar  na  constituição  da  equação,  modifica  o 

udo  (lo  n^lação  entre  .r  o  //,  e,   portanto,  como  vimos,  a 

líj^rem  geométrica  correspondia ite.    No  primeiro  caso  o 

créscimo  d.r,  i)odendo  ser  considerado  independente  do 

créscimo  (///,  píxle  ser  supposto  constante ;  no  segundo  a 

riação  do  parâmetro  fazendo  variar  em  geral  x  e  y,  x  não 

de  ser  supposto  livre  o  portanto  5.r  crmstante. 

Assim,  pois,  end )ora  as  regras  sejam  as  mesmas  os  re- 
llado.s  Sí"io  diílerentes. 

Q)nforme  o  (pie  dissemos,  si  a  variação  do  ponto  6  sup- 
sta  perpendicidar  ao  eixo  dos  x  só  a  ordenada  y  varia 
dendo  neste  caso.r  ser  considerado  constante;  si  é  obliqua 
3  f/  variíírãí)  com  oi)arametro.  Sobre  qualquer  destíis  hy- 
thososp(>de  ser  feita  a  variação  da  expressão  considerada 
iivindo  adoptar  a  segunda  como  mais  geral  e  mesmo 
rque  dos  seus  resultados  podemos  ol^ter  os  resultados  pro- 
ios  a  primeira  liypothese,  suppondo  nullos  os  termos 
ectos  das  variaçws  relativas  a  coordenada  constante. 

No  calculo  de  Lei])nitz  a  operação  da  integração  é  in- 
rsa  da  oi>eração  da  difíerenciação,  isto  é,  a  expressão 
f  V  dx  é  igual  a  V  dx ;  no  calculo  de  Lagrange  não  acon- 
:e  o  mesmo,  si  tivermos  8/  V  dx,  o  resultado  não  pôde 
'  V  d./j  pois  (pie  a  variação  òfVdx  refere-se  a  uma 
rva  differente  daquella  a  que  é  relativa  Vdx. 

A  oj)eração  da  variação  p(3de,  pois,  concorrer  no  calculo 
n  a  diíTerenciação  e  a  int(*gra(Xio,  de  modo  que  torna-se 


lis 


MECANK 


íMjii.ií-río  (In   cinTiilo  /s'  //  /i"  / 


y  - 


<"IM;i(;ri()  (1m  rrclíí  ^T''  parai! 

Si,  pois,  <*>nsidoríírni:» 
?u'l»il.i';irio  <•  víiríjuiílo  de  ' 
ii('i';'i  ;is  (MiMíjrrKís  (2)  o  (:i\ 
luMll  íNMUí  t'KlílS  ?is  cUipSi 
IVmMHMS  rxtlHMllílS.       A  IKh 

íMii'Víis  \M\\'i\  (Milrn,  st'inl«' 

/í.   si   SU|)|U)/.(M'niOS  i\  (m: 

por  lAcmplo,  o  qnizcn- 
MHMít»»  pn»\iniíi, siippor' 
i\o  píiranuMro,  i^  as  vari 
PíMíM^r-sr-hâo  a  unia  « 
pi^la  o.piarAt»  prlinitÍN 
l'«^:il»  './    para   ///    (Hi 
il.»s  ..\a  variaijíu»  do  p 
v^  mc^>í:,í  lívpolliosio  ./ 
1 -^rmuliMnos  osí. 
:  \.  vnu^^iliKís  iinliii- 


..  -^    s   duas  regras 

•^  ^  .-  o.ji  ic LI rrencia. 

-iiua  di».>  Mgnaes 

-  --t  iia  transposiy;jo 

.5.ra<;ã(). 

-  -i'rese]ileu:us  essa 

-  ''■■  de  uiua  curva 
1-' .   Suppunhanios 


'V 

^ 


X 


:  •*«  s.  :.::id:i  |h  ia  i^. 


•  > 
ir- 


■    ■  ^^  ;r^:  pai': 
■s-v^s    !  .  Si 

*   ^*  .rvas 


o  «r:.?   o^."^m  a  curva 

..-..V.»:    v,s.c'    vie^»!.. «ca mento 
.^-^    i:nií   *'->.r:5.vc'.o  cuja  ex- 
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•  •'\v\-ii  A  U  o  nouLo  m  pMSHaiido  para  u 
:.(ijiL'ijt('.   iirnxliiia,  u  calculo    diribrcnciul 

vfM'i;i(;rín  (losíH  oxpív^^srio : 

r,   dF  =  5  Wl'   i'    —  o    i*' 

.  !^.'  c  .'■' \u)v  si'ii  vai  ii'  (1)  : 

id  F  =  ò  m  s'  —  m,  n+  F  (2) 

.íi^ios  aí^ora  <iiie  o  puilo  ;>í',  quando  a  curva 
■1   ]>MSicn(».4'  7;',  dcsrrrve  o  espjiço  iniinitamentc 

.'/.j.  Km  vii'tu(lo  (IcslcdCísJncanicnto  a  ordenada 
:  ■!  uma  vía-iaçfio  cnja  cxproí^sTio  é  : 

$  m'  s'  —  >/í,  n'  —  m'  s' 

'iín;;iíl(>  este  valor  em  í2\  resiiltM  : 

ò  d  F=.  ni^  n'  —  m'  .v'  —  m^  n  +  F  (3) 

■  «'jpva  .4'  ^' supponhamos  O  ponto  m^  descrevendo  o 
iiillnltamentc  pequeno  ///^  ///o,  o  adculo  diíTerencial 

■  ■     • 

d  m^  n  ==  m^  n'  —  m^  n 

s  iilx^^tituindo  no  primeiro  nieml  ro  />/£  n   por  seu  valor 
'  i«  •  de  (1)  temos  : 

d  (  F  +  o  F  )  =  w»,  w'  —  w,  n 

Sendo : 

d  F^d  nts  =  m*  s'  ^  F 
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si  subtraliirmos  esta  relaçõo  do  anterior,  resulta  : 

OU 

d  ò  F  =  ?)?,  n'  —  wi,  w  —  wi'  5'   +  F 

Comparando  esta  expressão  com  a  relação  (3)  temos  ' 

a  d F^ d  a  F 

Si  a  expressão  dada  fosse  da  forma /'(a?),  a  repres&^" 
tariamospc^a  ordenada  //,  de  uma  curva  referida  a  dousei?^*'^ 
e  por  uma  marclia  inteiramente  análoga  a  anterior  clieg"^' 
riamos  á  conclusão  seguinte  : 

è  d  !/  =  d  ò  V 

Por  a)nseguinte  a  cUffcrenciol  da  variação  de  uma  Jof*" 
mação  è  igual  variação  da  dijfercncial  dessa  formxxçã^* 
2.'^  Seja  a  exprassão  dada 

sendo  F  uma  formação  de  x,  y  o  das  differenciaes  dxj  d\v  etc. 
Representando  esta  integral  por  V,  resulta  : 


/- 


(D 


Differenciando  esta  expressão  temos : 

F=dV 

tomando  a  variação  desta  igualdade : 

ou,  conforme  a  primeira  regra  : 

aF  =  d^v 
integrando  : 


ílF^     r  dlV  = 


lY 
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Substituindo  V  por  seu  valor  (l),  temos: 


I'^  =  'I 


isto  <%  a  inteQval  da  variardo  de  urna  formação  é  igual  a 
variação  da  intrural  drssa  formação. 

Isto  estai HjI(*cl(I'>  supponhamos  (pie  pelo  calculo  differen- 
oial  cIie«^<mK)s  a  formular  para  uma  curva  certa  propriedade 
representada  pela  ftírmaçao: 

Integrando  esta  expressão,  a  integral : 


/ 


'■i-'.ê.  2- I*  «> 


fli'Sd«*  que  nAo  se  especifiquií  o  modo  de  relação  entre  xQy, 
isto  é,  dcsíle  que  não  so  dò  a  eíjuação  da  curva,  exprimirá 
uma  propriedade  geral  a  todas  as  curvas,  pois  que  a 
formula  F  foi  estabelecida  suppondo-se  a  curva  composta 
íle  elí^'n«^ntos  iiilinitosimaes  rectilíneos,  e  sob  este  asi)ecto 
taes  elementos  são  os  mesmos  seja  qual  for  a  naturezfi  da 
curva. 

Supponbamosipie  se  procura  determinar  para  qual  das 
curvas  comprebendidas  entre  dous  limites  r/ e  {;,  por  exem- 
plo, a  pn^priedade  expressa  na  integral  (1)  é  um  maximum 
ou  um  minimum. 

Sejam  r  a  y  ligados  pela  relação  bypotbetica. 

rrx,  y,  a;=o  (2) 

S4:»ndo  a  um  parâmetro  arbitrário. 

Ksta  expiação  p'>flerá  representar  talas  as  curvas  com- 
preliondidas  entre  o  o  ^Abastando  para  isso  sui)porinos  varia- 
ij-urs  ao  píirametro  «,  pois  que  eslas  variações  fazendo  variar 
5IO  mesmo  tempo   j-  e  tj  modificam  o  modo  de  relação  da 
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equaon-')  (2)  isto  é,  a  Cípiíu/no  da  curva  (2),  e  esta  cqiiaç^^ 
assim  niodiílcíida  irá  r<í])i'.  sentando  as  equaçuus  das  diffi^ 
rentes  (Hirvas  cníve  os  limites  a  cb,  as  quaes  podom  s^- 
sui)i>ostas  provenientes  da  deformação  de  lima  delias  err^ 
consctinencia  das  conveiii(  nles  variações  do  parâmetro. 

A  questão  ficará  assim  reduzida  a  procura r-f^Miual  é 
na  equação  (2)  o  modo  de  (U^pendencia  entre  .r  e  y  que  torna 
um  maxinnim  ou  um  minimimi  a  inteiíral  /    F  (Lr. 

Suppoiído,  pois,  (pie  a  varia  na  equação  (2),r/  e  x  também 
variarão  e  essas  variaeões  determinarão  para  F  unia  oulra 
correspondente  òF.  E'  preciso  notar  que  a  variação  de  F 
é  tomada  su PP  Hido-s.^  as  variações  de  .r  e  [/ determinadas 
por  uma  variável  a  que  não  entra  na  constituição  dessa  for- 
mação, e  ainda  mais  que  i)ara  tomar  essa  variaçãf)  não  pre- 
cisamos conhecer  o  modo  de  dependência  entre  .v  e  y,  bas- 
tando supp  jr  entre  si  ligadas  essas  duas  variáveis. 

Recebendo  /•'  uma  variaçil.)  òF,  teremos  : 


/. 


Sendo  y  supposto  formação  de  ít,  F  também  o  será  e 
como  nas  proximidadiis  do  maximum  ou  miniiniim  uma 
grandeza  mantem-se  estacionaria,  conforme  a  observação 
de  Kepler,  resulta  (jue  : 

oFdx  =>  o 


para  os  casos  de  maximum  e  minimum. 

Por  conseguinte  a  condição  de  existência  de  qualquei- 
destes  estados  críticos  para  a  integral  (3)  será  : 


/ 


^Fdx  =  o 
a 


OU 

•6 


'/.^(é--^ )— 


(4) 
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Ora,  como  a  variação  de  F  provòm  das  variaçCk^s  de 

'^ey  ein  consequência  da  variação  do  a,  desde  que  a  variaçãt) 

Q^e  F  ó  nulla  para  todos  os  pontos  de  uma  das  curvas  com- 

Prehendidas entre  í/eí>,  como  indica  a  expressão/  $  Fcl.r=o 

/s;so  iiniv>rta  em  que  os  ponto8  dessa  curva  não  podem  mais 

^'fiPíQr  e,  portanto,  que  o  mOilo  de  relação  entre  .r  e  ij  man- 

^erji^g,.  lixo,  istoé,  a  curva  c  )rrespondente  ao  estado  critico 

fí^^^ci     determinada,  não  podendo  mais  modiílcar-se  para  con- 

fm  n.lip-se  com  qualquer  das  outi*as  c  )mpreliendidas  entre  os 

'^^srnos  limites. 

oNa  expressão  (4),  pois,  deve  nclior-se  necessariamente 

iJ^^rnppclieudida  a  equação  daciuella  curva,  eé  isto  o  que  as 

^l*Í>licaçOes  (pie  adeante  fazemos,  hão  de  tornar  bem  claro, 

V*~>l5^    alii  veremos  da  traducção  alfe'e])rica  do  maximum  ou 

uiliiiumiQ    (](^duzlr-se  uma  e(]nação  diííerencial    (pie  uma 

^^'^.     iiitegrada   nos  dará    a   equíu;ão  da  curva  relativa  ao 

^^tuilo  innximum  ou  minimum  da  propriedade  considerada, 

^-H^iOfvV»  essa  apenas  hypotheticamente  representada  pela 

^^Pressão  (2). 

Tal  i\  (hi  uma  maneira  ^^eral,  a  natureza  dos  proljlemas 
cuju  soln<;ão  exigio  a  creação  do  calculo  das  variações. 

O »mo  vimos,  sol)  o  pont(»  de  vista  algebricjo,  a  (luestão 

fiindaaicntal  consiste  em  doterminar-se  a  variação  de  uma 

integríd  do  Wrma  /F,  sendo   F  uma  expressão  difTerencial 

cuja  constituição  dá  logar  aos  diflerentes  casos  que  passamos 

a  considerar: 

l.^'  1)(M(  rminar  a  varincão  da  integral : 


/ 


^ndo  F  uma  formação  de  .^',  tj  o  suas  differonciaes  de  difle- 
rentes ordens. 

Conforme  a  segunda  regra  t^mos  : 

^/  F  --  /  ò  F  .  (1) 

ix-terminemos,  pois,  a  varia(;no  de  F. 
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A  differencial  desta  formação  é  : 

d  F  ==  M  dx  +  N  d.  dx  +  P  d  d*x  +  Q  d,  <Px  +  etc.  +  M^  dy  + 
+  N,  d.  dy  +  P,  d.  d^y  +  Q,  d.  d^y  +  etc. 

Para  obtermos  a  sua  variação  basta-nos  sul)stUuir  a 
operação  da  differenciação  effectiiada  e  ahi  representada  \^\o 
primeiro  signal  d  pela  operação  da  variaçSo  caraeterisada 
por  ò  ;  teremos  assim  : 

^  F  =  M  èx  +  N  ^  dx  +  P   o  d*x  +  Q  ^  d^x  +  etc.  +  M^    Sy  -f- 

+  iVj  a  rfy  +  P,  a  dV  +  o,  S  d*y  +  elc. 

Substituindo  este  valor  na  expressão  (1),  resulta  : 

a  /  F=-fMlx-\-jNldX'\'  J  P  l  d^x  +     Íq  l  d^x  + 
+  etc.  +    f  M,  ly  -\-  f  N^ldy-^  f  P^ld^y  ^ 

+  J"  Q^^  d^y  -^  etc.  (2> 

Esta  expressão  pôde  ser  simplificada  fazendo-se  desappa- 
reccr  do  signal  de  integração  os  termos  affectos  do  duplo 
signal  òQd. 

Para  obter  isto  recorrc-se  ao  processo  de  integração  por 
partes  appUcado  repetidas  vezes,  simultaneamente  com  a 
primeira  regra  anteriormente  estabelecida. 

Praticando  esse  processo,  teremos  : 

ÍN  ò  dx  =    f  N  d  Ix  =  N  Ix  —    í  Ix  d  N 
f  P  o  d*a7  +   fp  d*  ^x  .=  P  d  r>  —    íd  cx  d  P  ^  P  d  ^x  ^ 

--  dP  Ix  ^  f  Ix  á'^  P 
Íq  l  d\c  =     Íq  d^  òx  =  Q  d*  òx  —  /tí*  ^  d  Q^Q  d*  Bx^ 
—  d  Ir  d  Q  +     íd  ^x  d'  Q  =  Q    d*  ^x  —  d  òx   d    Q  +  qx    d*  O  — 

-^     í  ^x  d'  Q 

e  assim  por  dcante. 
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ProcedeiKlo  do  mesmo  modo  obteríamos  em  reloçílo  o  y  : 

y  .\\  ò  dl,  =  A\  ly  -y  lij  d  N, 
/"^t  o  í/^v  --=  Q,  d*  iy  —  d  ;>y  d  Q,+  ly  d*  Q,  '-  f  ly  d»   (?, 

f  íissim  por  ílí^anto. 

Substiíuiiido  estes  valores  em  (2),  resulta  : 

(A )  l     ÍF  =  í  A'  —  rZ  P  -f  f/«    ^,)  —  gíc.  )    .>  +  (  P  —  rf    o   + 
-^  crc\  )   d  Ir  -I-  (  íj  —  cíc.  )  d*  ix  +  etc.  +  {  A\  —  <Z  P,  +  d*  <?»  — 

—  ctc.  )  li!  -\^  {  P^  —  d  Q,  +  ctc.  )  d,  ly  ^  (  Q^^  etc.  )  rf*  cy  + 
^  ctc.  +yi  M  —  d  i\-  +  c/«  P  —  d'  Q  +  etc.  )  Zx  +  f(M,  -^dX^  + 

4_  u*  P,  —  íP  r.>,  -f-  etc.  )  $í/. 

Aprociando  este  n/siiltíuio  vemos  que  elle  compr)e-se  de 
íluíií^  partes seiuelliaiites  :  uma  devida  a  variarão  de  ./•  o  outra 
n  variarão  <[(•  n]  d»*  ínod»)  ([ue  si  a  íormaeão  /'contivesse 
iilt^n  de  ./'  e  v  uiais  variáveis  t»'riam  )s,  para  obter  a  expres- 
s:l  )  córres[>oudente,  <!♦»  juntar  a  í^stc  resultad)  termos  stuiie- 
lliant^s  aMS  [)rovein'<Nites  de  ./•  r^i  de  //. 

Supi)ondo  na  expressão  (.'Ij  : 

í     M  ^dA+d*P^d*Q  +  etc.  =  o 
(     M^  —  d  .\\  +  d*  P,  ^d'  Q^  +  ctc.  --^  o 

a  expressão  da  variarão  o  f  F  ficará  contendo  só  tr.Tmos 
iiit<*;^nvidos,  e  as  relaeòos  (:>)  representai'ão  assim  as  (*  )ndi- 
rrKT^  para  «iiu*  a  lorniarão  /''  sej<a  intí^^rravel  pir  si  nir-sma. 
[lealmente  s<^  F  é  um  «lillVreneial  í»xacta  d  ^,  o  /*' será 
[a[ni>em  dillereneial  exacta,  porque  eutão 

F  -^  d  o 

d  "onde 


128  MECÂNICA  GERAL 

Por  conseguinte  si  na  oxpressflo  de  /  ô  F  reduzirmos  o 
signol  de  integração  a  só  affectar  termos  que  nflo  possam  ser 
integrados,  no  caso  de  ser  F  uma  differencial  exacta,  o  con- 
juncto  destes  termos  deve  ser  nullo,  pois  que  então  5  F  tam- 
bém 6  uma  dififerencial  exacta.  Recii)rocamente,  formulando 
a  nullificaçSo  do  termo  affecto  da  integração  na  expressão 
/  S  F,  as  relações  que  resultam  traduzem  as  condições  de 
integrabllidade  da  formação  F, 

Si  a  f)rmação  F  contivesse  mais  uma  variável  Sy  por 
exemplo,  a  differencial  da  formação  seria: 

^F=^Mdx  +  Nd^x  +  etc.  +  M^  dy  +  JV,    d*y  +  etc.  +  M^  dz  + 

+  N^d*z+  P^d^z  +  etc. 

Os  termos,  pois,  ajuntará  nossa  formula,  correspon- 
dentes a  esta  nova  variável  serião : 

y"(  M^-^d  A\  -^.d*  p^^d^Q  +  etc,  )  di  i- (  A\  —  rf  P,  + 
+  d"  O,  —  etc.  )  Òz  +  (P,  ^d  Q^  +  etc.  )  d  Òz  +  etc. 

e  assim  para  o  caso  de  mais  outras  variáveis. 
2.0  —  Determinar  a  variação  da  integral 


(2) 


í  F  ir      V    -^?^       ^>-      ^         )dr 


em  que  F  é  uma  formação  do  ;r,  jj  e  de  seus  coefncientes  dif- 
ferenciaes. 

Conforme  a  segunda  regra  temos  : 


o     í  F  dx=  f  ?,    (  Fdx) 


Popóm  a  variação  do  pi*í:»d neto  Fcí./,  nos  <lá,  conformo 
os  principios  da  differonciaçrio  : 

l  (  F  dx  )  ^  F  Z  dx  -{■  dx  l  F  =  F  d  ?.x  -{-  dx  ^  F 
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Substituindo  em  (3)  : 

^Íf  dx  ^Íf  d  3j?  + /"  l  F.  djs 

Porém  a  integração  por  partes  nos  dá: 

Íf  d.  5»  =  F  $a?  —  íòoo  d   F 

d'onde: 

(a)  ^f^  dx  =  F  òx  +  /*(  dx  B  F  —  d  F.  r>  ) 

Calculemos,  prns,  a  differença 

dx  oF  —  dF  òx. 

A  differencial  do  F  é: 

Para  termos  a  variação  substituiremos  a  operação  d 
da  differenciaçílo  cíTectuada  pela  operação  a  da  variação,  o 
que  nos  dá: 

èF==^cdèx  +  c,  o>  +  c,a^+C3a-0  +  ^^  ^' -&  +^^- 

sendo  C,  Ci,  C^  etc.  formações  de  .r  e  //. 
Fazendo  para  commodidadc  de  calculo: 

f/v  d*//  rfV  cí*í/ 

temos : 

dif  =  pdx^  dp  ■■=■  qdx^  dq  =  rdx  etc,  (4) 

A  diíToreucial  e  a  variação  da  formação  serão,  pois  : 

d  F  =  C  d^  +  C^  dy  +  C^  dp  +  C^  dq  +  C:,  dr  +  etc. 
c;  F  =  C  ^x  +  C^  Òtj  +  C,  ^p  +  C,  $q  +  C,  $r  +  etc. 
Mecânica    O 
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Multiplicando  a  primeira  por  Bx  a  segunda  pop  da:  e  sub- 
Irahindo  o  primeiro  resultado  do  segundo  temos: 

(5)        doB  5F— 5a?  dF=Ci  {dx  By—dy  qx)+C^  (dx  Ip-^dp  cx)  + 
+  Cj  (  da?  cj  —  rfí  5a?  )  +  C^  (  do;  Sr  —  dr  ca? )  +  etc. 

A  questão  está  assim  dependendo  da  determinação  das 
variações 

Qpy  0^,  Zr  etc. 


Tomando  estas  variações  temos: 

,    ^  ,  jdy_  ^  dx  $  dif  --  du  Zdx  __  ^^         ~d^  ^^^ 
dx  t/a;*  dx  ""^ 

^d  oij  —  pd  òx 
dx 

_^  ^      dp    dx  l  dp  —  rfp  $  da? '^  flte 

^  dx  dx*  dx 

d5p  —  qd  Zx 

dx 

,    __  ,        dg    _   dx  ò  dg  -^  dg   d$x  ^  ^  "^    dx 

dx  dx*  djc 

dlq  —  rd  ca?~ 
dx 

d   ^       —      ^^     /£   ^fr 

^  X      dr  dx  Z  dr  —  dr  Z  dx  dx 

oí  =  o 


da?  da?*  dx 

d  Zr  —  s  d  Zx 
dx 

e  assim  por  diante. 

Substituindo  no  coefficiente  deCi  da  expressão  (5)  dy  por 
p  íZx,  e  nos  de 

as  variações 
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á 

quQ  acabamo3  d(i  obter,  resulta: 

dx  hj  '^  dy  Zx  ==  dx  Zi/  —  p  dx  Ix  =»  dx  (òy  —  p  Zx  ) 
dx  cp  -^^  dp  Ix  =  dx — ^ dp  òj-  ^  d  òy  —    pd  c'-  — 

—  dp  ca?  =  d      oy  —  i>  O  a?      =  d        òy  —    -^  òx  \  = 

r  oy  dx  —  dl/  ò/*  I      ,  r  ^         ^  1 
=  '^  [ u^ J  =  **  [  'i'  -p  «•'•  J 

^"^         J-»          j    d»  òp  —  o  d  òx  _-  ,.  _, 

tfx  oq  —  dq  cx  =  dx — -^ dq  òx  =  d.  òp  —  q  d.  ox  ^ 

^dqòxs=:d\òp  —  q  òx  \  =  d     \  òp  —  —^    Ix      = 

V    òfi  dx  —  dp  Zx     I 

~"       L  '^  J  ' 


dx  or  —  ar  5a;  =i  £ír    — - — —  dr  qx  ^=  d 

dx 


\    òq  —  r  cx 

e  assim  por  diante. 

Fazendo  para  simplificar: 

òy  —  p  Z  X  =  çu 


resulta : 


dx  ò  y  ^^  dy  Zx  t^  Zu  dx 
dx  $  p  '^  dp  Z  X  =  d  oti 


dx  ^  —  dq  ôj;  ==  d 


a-'-] 


dx  Zr  —  drZx=s  d      -j-^  .  d  j  -— •   .  d  5m  ) 
etc,  etc,  etc. 
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Substituindo  estes  valores  na  expressão  (5)  e  o  resul- 
tado na  expressão  (a),  temos: 

a    JF  dx  «  Flx  +    JC,  dr  5tt  +  y  C,  d  Zu  -\- 

Para  fazer  desapparecer  do  signal  de  integral  os  termc^ 
affectos  do  duplo  signal  $rf,  utilisaremos,  como  anteriormente, 
o  processo  de  integração  \}Ov  partes,  o  que  nos  dá : 

Ac,  (í  au  =1  c,  $u  —   Jd  Q  au 


-  f-^  •'  ''^  ''(-.!-•  ''  -"  I  -  4r  ^^-  M  -^  •  "^^ 


ôu    I  — 


,,,,-  .1 1-,  .<.  >...  +  -L  ^    l^-J-ícAsu- 


-./■'l  4r"(-,í- ■•"'.)] 


au 


i^  assiiu  por  ilianl(\ 
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Substituindo  estí3s  valores  na  expressão 


"I 


F  dx^ 


resulta : 

(  C  ) 


=/ 


F  dx  =  F  ix  +  iu 


C.- 


dx 


d.  C,+ 


Suppondo  dx  constante  esta  fórmula  simpliílca-se,  re- 
duzi iido-seá  seguinte: 

(D)$J^Fch>  =  Fix  +  iu    [C-    -gt    +    -^-_eíc.]  + 


+ 


S^['^.-£^+«]  +  ^[<'.— ]+-+ 


/.    -     r.        dC,     ,     dH\  d*C,    ,     .   1 

Cada  uma  destas  expressõ-ís  contém  uma  parte affecta  do 
sigilai  de  integração  c  outra  delia  independente,  devendo  a 
esta  juntar-se  as  constantes  provenientes  das  integrações  cf- 
fectuadas. 

Si  a  formação  F  contém  mais  de  uma  variável  (l(»pen- 
dente  de  x  estas  fórmulas  podem  abranger  esses  cas<:)S  jun- 
tando >-se  aos  segmidos  membros,  por  cí:ida  variável,  termos 
em  tudo  semelhante  aos  obtidos  para  rj. 
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S!i])3tituiiKlo-se  no  termo  aflecto  da  integração,  to  por 
scii  vnlor  {òy-^p  Ir  ]  esses  termos  tomam  a  forma: 

-      /"  dx  [^  C,  --^  d.  C,  +  etc  J  ty  , 


+     /"  <í^  r  C,  ~  -^     .dC,  +  etAp 


Cd? 


ist' )  é,  si  designarmos  por  A  o  coefficiente  de  5y  o  de  ir  será 
{—p  A). 

Igualando  a  zero  na  expressão   (D),  o  termo  aflecto  da 
inlcgrnl  a  equação  que  resulta: 

roi)rcí-cntará  n  condição  de  integral )ilidade  de  uma  formaçíío 
F  do  duas  variáveis  (luando  a  diíTerencial  de  uma  delias  é 
constante. 

3."  —  Determinar  a  variação  da  integral : 


f- 


dx 


s(  ndo   Fi  uma  formação  dada  da  integral: 


y^("' •"'-!!-'  ^•••'Y'' 


Façamos  : 


(a) 


^-/"('•«•TÍ-.-S----)'^        « 

T(»];iemos  a  fórmula  grral  (a)  do  problema  anterior  : 

o     1    F  dx  =^  F  e.f  +  jidxlF^  dFlat) 
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Applicando-a  á  expressão  dada  temos: 


a    /    Fi  dx  ^  F^  òx  +   I 


(  d»  SFj  —  dF^  òx  ) 


A  fórmula  (2)  nos  dá  : 


dx 


dz  ^  F  l  X,  y,  -^  .  ..  .\dx  =-  F 

DiíTerenciaiido  e  variando  Fi  dXy  temos: 

d  F,  =^  H  dz    e    Z  F,  =  JI  Iz 

sendo  ^uma  formacjõo  de  xr.  Multiplicando  a  primeira  por 
Kvy  a  se^íurida  por  dx  e  subtrahindo  uma  da  outra: 

(4)  dx  ò  F^  -^  d  F^  òx  ^  H  dx  Iz  ^  H  òx  dz 

Tomand')  as  variações   na  fórmula  (2)  e  attendendo  á 
fórmula  (a),  temos: 

Zz^l  1  Fdx=^Flx+   jidxlF-^dFlx) 

Substituindo-se  este  valor  em  (4),  temos: 

dx  o/;  —  dF^  Ix  =  FEdx  èx  +  H  dx   /  (dx  $F—  dF  ^  ) -^ 

—•  H  Zx  dz 

Porém  como 

dz  ^=  F  dx 

resulta : 

dx  ÒF^  —  dFf^  Òx  ==  H  dx  I   (  dx  èF  —  dF  ia;) 
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Substituindo  na  expressão  (3),  temos : 


S 


s- 


do?  «=»  F,  &c  + 


/[^"^f 


(  dx  IF-^dFtx) 


] 


Suppondo 


/ 


H  dx  =:^  k 


temos: 


dk  ^  H  dco 


d'onde 


a/i^. 


da?  «  Fj  $a;  + 


/ "/ 


(dx  ^F  ^  dF  ^) 


Integrando  por  partes,  resulta : 


(5) 


t   í  F^dx  =  F,tx  +  k  I  (dx  ^F  —  dFlx)-^ 


-I 


k  (daéF  --  dF$x) 


Sendo  a  formação  F  da  forma : 


(^»  y» 


dy 
dx 


d^y 
dx* 


fazendo: 


dy 
dx 


P 


d*y 
*   da* 


d^y 
^'    dx' 


r  etc. 


e  tomando  a  differencial  e  a  variação,  temos : 

dF  =  D  dx  +  Di  dy  +  D^  d})  +  D^  dq  +  etc. 
^F  ^  D  èx  +  D^  5í/  +  2>,  áp  +  2>3  k  +  etc. 
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Multiplicando  a  primeira  por  òx,  a  segunda  por  dx  e 
subtrahindo  o  primeiro  resultado  do  segundo,  temos: 

(6)  aF  dx  —  ílF  $x  =^  D^  (  íy  áx  ^  dij  ^  )  + 

+  D^  {  $p  dx  ^-^  dp  òx  )  +  D^  (  iq  dx  -^  dq  ^  )  +  etc. 

Seguindo  agora  uma  marcha  perfeitamente  idêntica  á  do 
segundo  problema,  chegaremos  ás  expressões: 

k  I  \dx  IF  ^  dFlÀ  =  A  JD, ^d  D,  + 

fk  Idx  ZF  --  dFòx\^\  k  B^—^  .  d.  A  D,  + 

+  érd\^  •  d.  hB,]  -  etcyu+  ±  d.  ?.u  + 
+  \h  Dt—~d.hD^-\-  etcA  + 
+  lx-^[-L-  ^-  ^"  )(*^v-«'c.)  +  elc.  + 


138  MECÂNICA  GERAL 

Substituindo  estes  valores  na  expressão  (õ),  resulta: 

+  etcl  h  +   - ';    d   (  4  .   d  $u\    [d,  —  etc.  ]k  +  etc.  + 

+  ujdxlu  [  2).  -  {-d  I),^{-.d[l-.  d  D,]-  etc.  ]  - 

-[''  ^r  -i^  -dk  L,^  ^-.d[   -Ir  .dk  B,  -etc.]Y»  - 

-    í''^-^'*   [kD,-lr.dkD,  +  etc.]- 

—     r  dx   ix  \  hD^—   -^  .  dhD,+ 

» 


Ef^ta  expresírão  pôde  tomar  unia  fónna  inais  simples  me- 
diante luna  coiisi<i(Taçâo  própria  aos  problemas  a  ellas  rola- 
tivoo,  considerarão  essa  que  faremos  daqui  em  diante,  sem- 
l)iv  qui3  o  caso  <ronip'jrtol-a. 

Suppond)  a  integral  /  //  dx  nulla  para  x  =  o  o  y  =  i,e 
tendo  um  valor  determinado  //,,  para  x  =  X| ,  //  =  //^  j>ode- 
m'»s  (*  >:isidi:;rar  a  integral /v  do  segundo  termo  da  fórmula 
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(5)  como  relativa  a  esses  valores,  c  a  integral  k  do  terceira 
termo  como  relativa  a  valores  nõo  determinados  de  a?  e  {jr, 
de  ni  jdo  que  a  expressão  (5)  pôde  ser  escrlpta: 


'  /"' 


dx  ^  F,^  + 


+     ÍHo  (dxlF^  dF^x)--    r f  H  dx  (dxlF^  dFdx\ 

ou: 

a  jF,dx=-  F,  dx  + /r  (H^-^  f  H  dx)  (dx  $F—  d  F  Bx)J. 

Fazendo  : 

E^  —/^  dx  =  h 
temos: 

3  /Fi  daj  =  F^  dx+y  h  (^  Fdr^-dF^). 

Substituindo 

(^  Fdx  —  d  F  òx) 

por  seu  valor  (6)  e  seguindo  a  marclia  do  problema  segunda, 
acharemos : 

(E)  è/F^  dx  =  Jí;  $07  + 

+  -i-  ^-  ^'**  [^  ^3 ^  ^'^  Z>.+  eíc.J 

^    lãT  •  ^  \'~dx    •  ^-  ^"  1  (^  A  —  ^'c.;  +  etc.  +    I  dxou 
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(E') 


dh 
dx 


(1) 


No  caso  de  ser  dx  constante,  teremos  : 
4.0  —  Determinar  a  variação  da  integral : 

A(-'.—l-.^.-A- l-^ 


sendo  F^  uma  formação  de  x,  tj,  j,  e  dos  coefficientes  difle- 
renciaes  de  y  em  relação  a  x,  sendo  j,  dado  pela  expressão  : 

'^)     "  /  H"  »• -^' -S-. -S- K 

Applicando  a  formula  geral  i^aj  á  formação  (1)  temos : 

(3)  $    y   F,  dr  =  F,  ao;  +  y   Crfa?  ^  F  ^  d  F  ^x)  . 

Calculemos  a  differença 

(dx  a  F—  d  Fòo?). 

Para  isso  façamos  como  anteriormente,  o  que  daqui  em 
diante  fíjr(3mí)S  sempre : 

_dy d^]f      __  d^y     ___  d^y     
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Tomando  a  differencial  e  a  variação  da  formação  F^, 
resulta  : 

d  F^=  M  dz  =  +  Mídx  +  M^  dy  +  Mi  dp  +  M^  dq  +  etc, 
o  P^  =  M^s  +  Mi^  +  M^$y  +  Mz  $p  +  M.,^q  +  etc. 

sendo 

M,  3f,,  M^  etc.y 

formações  de 

-»»  a^,  2/,  Pn  q  etc. 

Multiplicando  a  primeira  por  Bx,  a  segunda  por  dx  e  sub- 
tpahlndo  o  primeiro  resultado  do  segundo,  temos: 

dxlF--  d  F  ^  =  M  (ès  dx  ^  dzòx)  +  3/,  f $1/ rf:>;  —  dy  Bx)  + 
+  Afi  f^/)  da;  —  dp  ^)  +  M^  (Bq  dx  —  dq  ^)  +  etc. 

Porém  a  expressão  (2)  nos  dá  : 

dz^Fdx,         0^=5     /  F$x  =  F$x+    I  (d.r>,  F-^-dFlx). 

Substituindo  estes  valores  na  expressão  anterior,  resulta: 

dx  a  F—  d  F  P,x  =Mdx  I    (dx  ^  F—  d  F ox)  + 

+  A/,     (cy  dx  —  dy  òx  )  +  Mz     (  Bp  dx  —  dp  qx  )  + 
+  M;^  0q  dx  —  dq  Ix)  +  etc. 

Substituindo  esta  expressão  no  valor  (3),  tt^mos  : 

(4)    o    1  F^dx=^F^lx^    j       M  dx    r(dx  ^F  —  dFlx)\  + 

+   I  ^t  (^y  <^'^  —  dy  ^'')  + 

-|-       /  iVa  (Ip  dx  —  dp  Ix)  +    /  A/^  foí?  dx  —  dq  Ix)  +  etc. 


1 
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Consideremos  a  integral : 
5)  /     \M  (Ijc  J(dx  í  F—  d  F  ax;  1. 

Fazendo : 

/  M  dx--='  t,    ou    Mdx  =  dt 

substituindo  em  (5)  e  integrando  por  partes,  temos  : 


Im  dx    jdx  $  F  —  d  F  5a:;    =-  j  M  dx  K 


X 


í  (dx  aF—  dF  ^x)--   j  rUdx(dx^¥—dFlx  . 


Suppondo  a  integral : 

I  M  dx 

nuUa  para 

a;  =  a    e    y  ==  6 

e  tendo  um  determinado  valor  H^  para 

conforme  a  consideração  do  problema  anterior,  teremos: 


(6) 


/     \u  dx    i  (dx  a  F—  d  Flx)\  = 


=    r H^(dxlF-'dFlx)-'    j     \    i Mdx  (dx  hF^d  Flx)\ 
«      /     V^^'^  f^àx)(dxlF^dFlx)V 


MECÂNICA  GERAL  143 


Fazendo : 

7Í.  —    I  M  dx  ==  k 


'-/■ 


l 


t 
I 

í 


e  substituindo  o  valor  (0)  na  expressão  (i),  resulta: 

(7)  òy  ^,  á.i-  =  JF;  ia?  +  y^  (dx  ò  F  -^  d  F^x)  + 

+  /  Af ,  {  01/  dx  —  dy  òx  )  -\-J  M^  {  òp  dx  —  dp  òx  )  + 
+ /  aVv  (  o?  c/j;  —  d^  òa?  )  +  etc. 


Calculem^íS  agora  a  diíTerençii  (dx  òF —  dF  òj/), 
1  Tomando  a  differencial  c  a  variaçílo  da  formarão  Fy 

\  lemos  : 

dF  =  Adc  +  A,  (í//  +  A^  dp  +  A,,  dq  +  A^dr  •\-  etc. 
ZF=^A  Ix  J^  A,ly  +  ila  ôp  +  il,  5(?  +  A,  ir  +  etc. 

Multiplicando  a  primeira  p- )r  8.r,  a  segunda  por  dr  e  sulw 
trohindo  o  primeiro  resultado  do  segundo,  resulta: 

ZF  d.r.  —  dFox  =  il|  (òy  dx  —  dy  8.r)  +  A^  (òp  dx  —  dp  ox)  + 
+  -^3  (^^  c^^  —  ^^í  5a?)  +  A^  (ár  d.r  —  dr  ^x)  +  etc. 

Substituindo  este  valor  na  n^larâo  (7),  temos  : 

òy*^,  dx  —  F^  Ix  +J'(h  A,  +  Jl/J    ($y  da;  —  dy  áar)  + 
-\-/(h  A,  +  AT,)  (íp  dx  —  dp  ^x)  +  /  (k  A^  +  M.,)  ($//  dx  —  dj  ^a?)  +  otc. 

Fazendo: 
hA,  +  M,=^N,    ,    A  .4,  +  il/,  «  N,    ,    Ã  ^3  +  iif,  A'3    ,    etc. 

resulta : 

lÍF^  d£^F,  Ix  +fN,  (íy  dx  -  dy  òx)  +  ÍA\  ($p  dx  -  dp  $x)  + 

+  /  A'3  (Ò/2'  dx  ^  dq  òx)  +  etc. 
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expressflo  análoga  ás  anteriormente  obtidas.  Seguindo,  pois, 
uma  marcha  idêntica  á  do  problema  segundo,  temos  : 


(F) 


\fF^  do;  =  P,  aa?  +  cti  T  JV,  —  -^  d  iV,  + 


+  ir-*^-  (  ÃT  •''•'^»)  (-'^'v  — ;^  ^-  etc.)  4- 
+  etc.  ^Jd.  iu  ^N,  --^d.  a;  + -L  ,d  [-L  .d  N,] - 

5.0  —  Determinar  a  variação  da  integral : 

sendo  F  uma  formaçõo  de  -j,  ,//,  r/  e  dos  coefficientes  differea- 
ciaes  de  y  em  relação  a  cr,  c  sendo  ^  dada  pela  expressõo  : 


(2) 


JF,  (  .-,  í/,  .,  ^ 


z  =   /  F. 


dit        d^if        d^y 


•à     >     ,/.3 


d^"    '    d^ 


)... 


e  V  pela  seguinte  : 

(=^)  -/^  ( •^■.  •'^' -* ' -^ )'^-' 


Applicando  a  formula  geral  (a)  áexprassào  (1),  temos: 


(4) 


ò  J  F,  dx  ==  F,  òr  +  I  (  dx  ^  F,  —  d  F,  Iv 


) 


Tomando  a  diíTereiícial  e  a  variação  da  formaçfio  F, 
resulta  : 

d  F^  =  A  dz  4-  A^  dx  +  A^  dy  +  A^  dp  -\-  A^  òq  +  etc. 
o  F,  —  A  Ò3  +  A^  e.i-  +  ^3  op  +  .I3  5p  +  A,  e^  +  otc. 
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Multiplicando  a  primeira  por  $x,  a  segunda  por  dx  e 
subtrahindo  o  primeiro  resultado  do  segundo,  temos : 

5)  òF^  dx  ^  dF^  ^  ^  A  {$z  dx  —  dz  òx  )  +  A^  ($y  dx  ^  dy  ^  )  + 
+  il,  ( 5p  dv  —  dp  ^)  +  A^  (èq  dx  ^  dq  ^)  +  etc. 

A  formula  (2)  nos  dá  : 

dz  =  F,dx  ,òz  =  0    /  F,  d.c  =  F,  o»;  +    í  (dx  5F,  —  rfF,  5a? ) 


donde : 


Iz  dx  —  dz  èx^='  dx  j  (dj:  5F^  —  dF,  tx ) 


Substituindo  este  valor  na  relação  (5),  temos : 

Hi)     òFi  rfa?  —  dFj  Sá;  =  Adx  j  (dx  áF,  —  dF,  áa?)  +  A^  (dx  hj  —  dy  8»)+ 
4-  A,  (  ô/>  d'-  —  dp  áíT  )  +  A^  (  Òç  í/a;  '^  dqlx)  +  etc. 

Substituindo  este  valor  em  (4),  temos : 

(7)  /  F^dx  ^  F^^+    /  \  Adx/  (  da;  oF,  —  dF,  òx  ) 

+   I  A^(^y  dx  ^dy  iy)  +    1  A^  (òp  dx  --  dp  ^x  )  + 
+  I  A^  (^q  dy  --^  dq  ^:  )  +  etc . 

Fazendo  : 

/  Adx  =  h^ 


+ 


«>U 

Adx  =.  dAj 


substituindo  no  segundo  termo  da  expn^ssão  (7)  e  integrando 
por  partes,  temos  : 

r  ÍAdx  f  (do:  ÍF,  —  dF,  §a;  )  =  /  Ad.r  x   /( dx  SF,  — 

—  dF,  h: )  —  I  f  Adx(  áF,  dx  —  dF^  ^^:  ) 
&fecanica    10 
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Fazendo  a  mesma  consideração  que  nos  problemas  ante- 
riores e  designando  por  H  o  valor  de  JAdx  para  íc  ==  a,  e 
//  ==  b,  y  resulta : 

r  ÍArfx  /  (  dr  eF,  —  dF^  íx  )1  = 

=  y    1  ( J7  —  /  Aíir )  (í/x  ar,  —  dF,  ir ) 
Fazendo  : 

H-^  /  A  (U  =  K 

•  '  sub3íiLnindo  a  integral  na  exprvSsTio  (7),  resulta  : 

<8)         2  fr^  dr  =  F,  ex  +  Jk  (djc  a  F,  —  dF^  ax;  +  A  ^ 

r  :// de —dylx)  +  I  A^dpdx  ^dp   Ix)  +  otc. 

Dalermincmos  agora  a  dlíTerenoa 

(dj-^F^-^dF,  Ir  ). 

Tnnando  a  variação  e  a   diíTort  iicial  da  formação  F*. 
*í-mos: 

í/F,^  Bdo  -f  B,  í/x  4-  B,  ff//  -i-  p.dp  -\-  B^  dq  e  etc. 
:F,=  Blv  -}-  B,  >  +  B,  òy  -f-  5,  >p  ^  5,  52  +  etc. 

M;ii'/ip!icand^  a    primeira  p;»r  -/,  a  segunda  por  dx  e 
^-ul^lr-^liinl^  o  primeiro  re.v.;lL:ulj  do  sojundo,  resulta: 

1 ,  )  :F  d.'  —  </F,    er=  Z?  Í.C  rfx  —  de  >  ,  -^  B^  (  >y  dx  ^  dy  Ijc  )  + 
-^  í?,  ròp  ^/x  —  dp  »  -f  B.  C:;  ./.;  —  dq  >x)  +  otc. 

P>rêm  a  '-xprcssã  >  i3)  no.-^  dá: 

de  -=  Fdx,  ^r  =  :    /  Fdx  ^  Fòx^     /  (dx  ÒF—  dF  ^) 


d*v.::.l 


^vdx  ^dclx^dx     I    (dxlF^dF^) 
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s 

Substituindo  este  valor  em  (9),  temos : 

oF,  dx  —  dF^lx  =.  Bdx    1  (dx  òF^dFlx)  +  B^  (èy  dx -^  dy  ^)  -f 
+  Bt  0p  dx  -^  dpòx)    +  B.^  (^^q  dx-^  dq^lx)  +  etc. 

Substituindo  este  valor  em  (8),  resulta  : 


(10) 


è/  F^dx  =  F^òx  +    /  \  KBdx  /  (dx^F^dF^xjl  + 
+     r  (KB,  +  A,)    (Zydx  ^  dy  ^)+    í  (  KB,  +  A,  ) 
(cp  dx-^dp  Zx)  X   J  (KB.,  +  A^  )  (òq  dx  —  dq  Zx)  +  etc. 

Fazendo  : 

/  KB  dx  =  À',      ou      KB  dx  =  dÀ\ 

Suf)Stituindo  na  integral  áo  segundo  termo  e  integrando 
por  partes,  resulta  : 

ri  KB  dx/  (dxZF^dFix)]  == 
==/  KBdx  X  I  (dxZF—dFZx)  ^    í   /  KB  dx  ( dx  IF  ^  dFZc) 

Segundo   a  mesma  consideração    anterior  designando 
por  //o  o  valor  da  integral 

/     K  B  dx 
para 

o?  =  a,      e      y  ~  &í, 

temos : 

ÍIkB  dxf{dxZF^dFlx)  1  =   r\(E^^  J  KBdx) 


{dx 


ZF-^dFÒx)] 


:t*V 


r."    -  =    JA-      ^    -t       tf'     — '    -        5    —    _  .',        £.;^ 


-itnw 


/ 
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Fazendo : 

A,  +  K'B^  4-  K'D,  =  Ml  A3  +  KB:,  +  K'  D, 

+  A'5,  K'  2)3  =  Afj,  etc. 

temos: 


M,,  A,  + 


l      J   F^dx  ^  F,dx  +    I  M^  (òy  dx  —dy  èx)  +    /  M^{  Bp  dx  ^ 

« 

—  dp  òx  )  +  /  M^{cq  dx  -^dp  $0:  )  +  etc. 

Substituindo  Bpyòq,  8r  otc. ,  por  seus  valores  obtidos  no 
problema  segundo,  e  seguindo  a  mesma  marcha  temos 
finalmente : 


C^ 


dx  = 

=  F,  $x  + 

áw 

etc. 

d.  ôM 

■^      dx 

M, 

■* '  dx    ^   d» 


i»       l  dx 


d  M^ 


M,  —  —  .  d  AT»  +  etc.  I  + 


6.0  Determinara  variação  da  integral: 


(1) 


/ 


P  (^J  y»  *, 


ííi/  dl/* 


dx  '      do?*' 


.;    do? 


sendo  J^uma  formaçõo  de  ^  ít,  1/  e  dos  coefflcientes  diflfe- 
rencíaes  de  y  em  relaçfio  a  ít,  e  sendo  ^  dado  pela  equaçôo: 


(3^) 


dx  =  F^  (x,  y,  ^,-^,  ^  i-  •  •  •  -^  í*» 
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A  e(iuaçao(2)  nos  dá: 
(3)  z  =Íf,  dx 

Designemos  \)OV 

a  inteirral  indefinida  comprehondida  na  expressão  (3)  de  z. 
Sendo  F  uma  formação  de  -c  a  expressão  (1)  será  da 
forma : 


(4) 


fF(..yjF.a..^.^ ;.. 


S(Mido  Fi  tHmtK?m  formação  de  ^y  é  claro  que  a  formação 
Fi  (*onloni  -;,  ix)r  conseguinte  conterá 


í;  dx 
o  sitA  da  forma : 


/ 


(r>) 


F.ra-.y.yí,rf^-.-^.  ^.....; 


Appluíuulo  a  oxpri^ssão  y\)  á  fórmula  geral  (a),  temos : 
l>in\iHMUMando  t*  variando  a  formação  F,  resulta: 

J  K  -^  •<  ti /k,  d.  -f  -^  rf-*  -f  A,  <y  +  .4,  rf/)  +  etc. 
-í  K  -  .1  í  / V.  .í.   -r  -4,  i   -f  -*.  :>  ■tA,íp+  etc. 

MnlllpliwMiuU^  a   prinwlra  \v^r  à:\a  segunda  por  dx  e 
>4\iMrc\lr;hvK»  v»  p:*inio,iv  rt^uUado d.^ soguiido,  teremos: 

;  ^• .; •.  -   ,í  ^'  :•/     .i  ,• .  .v  y,  .:V.  — :«  r,  d^  -f  ^, vsy d* — rfy ca?;  + 

l      *  - 

.1 ,  >  ■       .iy  :.    -  .1.  v^^  ^'-  —  *s  ^>  +  «*^- 
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Substituindo  este  valor  cm  (G),  resulta: 

C7)  ifpdx  =  F  èx  +/"|  A  í/a?  a /j;  dxl  — 

—      /*  A  F^dxBx  +y  ^,  {òy  dx  —  dy  ^x)  +í  A^  (òpdx  —  dp   ^r)  + 

+  /  ^,  (Ò.J  dx  —  (fg  ò^;  +  etc. 

Applicando  a  fórmula  geral  (a)  á  expressão 

ò/f,  dx, 
temos : 

(8)  ^^y^,  dx  =  F,  Ir  ^í(dx  IF^-^d  F,  5.r) 

Sul:)stituindo  na  expressão  (7),  resulta : 

Z  ^  ÍF  dx  =  Flx  +J^A  F^  dx  Zx  +/\A   dxf  (^  F,  dx  —  d  F,  Ix)  \  — 

--/  A  F,  da?  5a;  +  etc. 

ou: 

(O)       o    ÍFdx  =  F  r>  +  y    [a  c/a;  y   Cò  i^,  rf<—  íí  F,  ^.r;  1  + 


/"• 


+  l  ^\(^y  dx  —  dv  ojc-;  + 


Calculemos  agora 

(ò  F^dx  ^  dF^  òx) 

Tomando  a  differencial  e   a  varinçHo  da  formr.eào  (5), 
temos: 

^  ir  =-  Cd.   I  F^  dx  +  C,  dx -\-  C^dy  +  C^  dp  +  C^  dq  +  etc. 
5  F,  ==  C  3  y   F;  da;  +  C,  Ix  +  C,^y  +  C,  òp  +  C^  l,  +  etc. 


t;>2 
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Multiplicando  a  primeira  por  ^r,  a  segunda  por  dor  e  sub- 
iríiliindo  o  primeiro  resultado  do  segundo,  temos: 

.  y*;  ,h'  —  d  F^  qj:  =  c\  dLc  í    /  F,  dx  —  F,  dx  ->    +3  Xííx  — d  X  Ix 


^*\\<\i)\ 


(IO) 


í  $  X  =  Cj  $0;  +}(;  ô//  +  C3  ^p  +  0^8^  +  etc. 
(dX^^C,  dx  +  C,  dy  +  C^  dp  +  C,  dq  +  etc. 

Substituindo  neste  valor  em  loirar  de 


o    /   F,  dx 


sua  expressão  (8)  e  simplificando,  resulta 


(11) 


5  F,  rfo:  —  d  F,  &^-  --  C  dx    1  (|;  F,  di;  —  rf  F,  òx)  + 


+  $  A'  dx  ^d  X  Ix 


Fazendo: 


/ 


G   F,   dx  —  d  F,  l-r)  =  t? 


rt^ulta: 


ò  F,  dx  ^  f/  /-;  8r  =  íít? 


Substituindo  esta  c-MitmcçAo  na  «-xpressOo  (11),   temos; 


—  c  V  dx  .^  ex  (/./•  —  dX  òx 


lnt<^^randiM^sta  o«iuaa1o,  resulta: 


/  í'  ,lx 


r     -  r 


(\)HSt, 


/- 


f  C  d.x 


(dxZX  ^dX  Sar) 
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Substituindo  a  contracção  v,  por  sua  expressõo,  temos: 


/' 


Cdx 


=  e 


Const.  + 


— /  Cdx 

e  (dxBX  --dXBJc) 


Substituimlo  este.  valor  na  exprossuo  (U),  resulta 


(12) 


J    /    F  dj'  ^  F 


Bx  + 


+ 


Adx  e 


/  Cdx     r  -^  /  C  dx 


I 


(dxlX  ^dXlx) 


+ 


4-    /  ^a  Q^y  dx  —  dxj  Ix)  +     /  A3  (2/9  dx  —  f/p  Ix)  + 
'\-    I  A^  iòq  dx  —  dq  cx)  +  etç. 


Fazendo : 


/ 


J  Cdx  __ 
A  dx    e 


-\ 


OU 


J  ^dx    ^   ^^ 
A  dx    e  ^ 


substituindo  na  integral  do  segundo  termo  e  integrando  ix)r 
partes,  resulta : 


/f  /Cdx    f  ^JCdx 

\Adxe         J      e  (IXdx^d  XI  x) 


=  W 


f\í 


f  Cdx  /    ^fCdx 

=    /      A  dx    e  x/      e  (dx^X^dX^x) 


/Cdx—/  C  dx 
Adx    e  X  e  (dx  o  X^d^Kòx) 
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Suppondo  a  integral : 


/ 


A  dx   e 


annullaiul(>-se  para  ./•  =  rr  o  y  ^  b  c  (k  signando  i)or  E  o  valor 
determinado  i)OP  olla  adquirido  quando  .r  =  rr  e //  =  í;,  con- 
foriiie  a  consideraç<lo  já  foita  nos  casos  anteriores,  resulta: 


W-^ 


f\{^-fj.J."^)  ('^xòx-.xs.) 


Fazendo : 


f  Cdx 
E  -^     I   A  dx  e  =  k 


-f^ 


temos,  sul)Stituindo  W  na  expressão  (12) 

$     /  F  dx  =  Fd:c  +     I  h  (dx  $  X—  rf  X  ^  x)  + 

+JU{Ò  ydx^d!jòx)  + 
+    /  A^{ò  p  dx  ^  (Ij,  ^  j-)  +     /  A.^  (ò  d  dr  -^  dq  ri  x)  +  etc. 

Substituindo  a  A'  <'  d  X  por  seus  valorei  (10)  o  ordenani 
resulta : 

a    /  Fdx  =  Flr  +    /  (A,  +  k  C,)  ($  y  íío;  —  dy  ^c)  + 
+  /  (-^3  +  h  Ca)  (ò  p  dx  -^dp  ox)  + 
+  /  ('*v  +  ^  ^J  (5  !Z  <^'^'  "^Q^  ^')  +  etc. 
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Fazendo : 


.1,  +  kC^  =  D,,  A^  +  k  C^  =  i)„  A,  +  Ã  D,  =  D„  etc. 


temos  : 


$    /    Fdx^FZx+  I  D^(Zydx'-dylx)+l  D^{B2^dX'^dp^x)  + 


+A 


{ò  q  dx  '^  dq  Q  x)  +  etc. 


Substituindo  o/>,  ò  q  etc.  por  seus  valores  já  ol)tidos  no 
segiirirlo  i)rol:)ienia  e  seguindo  a  mesma  marcha,  temos : 


(^o) 


?;   /  Fdx  =  F5x  +  ^u      Da -—.d.D^  + 


-j 7—  .  d.  I     ,      .d.  D..]  —etc. Ih : — ,d,  du 


djG 


dx 


dx 


^'^--ur-^-^'+ 


+  -ér-^\-í-  -"Ai-«tc. 


+  etc.+/''-5«[í>.-4-.'íí>3+4-.rf.(-^.d./>..)- 


.  rf(— T— .  d  BA  +etc. 


dx 


dx 


7*^  —  Problema  Geral : 

Determinar  a  variação  de  uma  formaçrio  ?  supposta  dada 
pela  eqiuiçriO  differencial  de  uma  ordcMii  qualquer : 


entre  ^:s  variáveis  a?,  y,  ^,  ele,  ?  c  suas  differenciaes. 
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r/)nsid('nin(l()  ,r,  //,  j,  et<',.,  dx,  d-Wy  etc,  ojmo  variáveis 
o  tomando  a  variação  da  equação  (1),  temos : 

ni  $3»  +  njj  $  do  +  m^  ò  rZ*9  -}-  m^  ò  d^^  +  etc.  + 
l     4-  x  ^-,.  +  Xj  a   (fx  +  X,  a  d^o;  +  X^  a  íí^l-  +  etc.  + 
o  =         +  í'  íí/  +  V,  $  dy  +  Y,  ?,  dhj  +  Y,  a  d'i/  +  etc.  + 
/    +  Z  Iz  +  Z,  Z  dz  +  Z^  ^  d'z  +  ^,  a  d^-  +  etc.  + 

+       etc,  etc.,  etc. 

OU 

/>i  a?  +  m.  d  a?  +  wi,  d*  a?  +  m^  d*  a^  +  etc.  + 
1+  X  a  a?  +  X,  d  a  X  +  X,  d*  a   o;  +  X,  d»  a  a?  +  etc  + 
2)    O  =    +  X  a  1/  +  Fj  d  a  y  +  F,  d«  a  i/  +  F,  d»a  í/  +  etc.  + 
1+  Z^.z+Z,dlz  +  Z^d}^z-\-Z^d*^z  +  etc.  + 
-1-  etc,  etc,  etc. 

A  (luestào  a^^ora  reduz-so  a  obter-se  desta  equação  o 
valor  de  a  V.  Para  isso  muUiplicando-a  por  uma  indetermi- 
nada /i,  Integrando,  e  a  somma  das  integraes  igualando  a 
uma  Cí)nstante  C,  teremos: 

//t?>ía9+/Âmida?+    j    k  m^d*  ò  f  + 


( 


+   /  h  m^  d»  a  ?  4-  Gtc.  + 


/ 


k  X   i  X 


+ 


f 

+     jk  X,  dlx+  jk  X,  d»  a  07  + 
fh  X,  d» 


a  37  +  etc.  + 


X.    ChY  l  y  +    ih  Y,  d  a  y  +   /"*  ^.  rf*a  !/  + 

+    ih  F3  d^ly  -\-  etc.  + 

j^    r  /:  Z  l  z  ^    i  h  Z,  d  l  z  ■\-  j  h     5  d«  5  5  + 


+ 


y /t  Z3  d*  a  - 


+  etc.  + 


Oto. 


etc. 


etc 
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Utilisando  a  integração  por  partes  para  lazer  desappa- 
recer  de  sob  o  signal  de  integração  os  termos  affectos  do 
duplo  signal  de  differenciaçao  e  variaçõo,  resulta: 

/    h  TU,  cí*  $  9  =  /i  m,  d  ò  9  —    /  d  (h  wi,)  doo^km^dò^-- 

—  d  (/{  mj  5  9  +    /  d*  (k  m,)  o  o 
I     h  t»3  d^  09=^-  A'  w^  d'  ò  9  —  d  [k  m^)  d  o  9  +  d-  {h  m.)  09  — 

-    íd'  (k  m,)  a  9 


/  Ã  X,  d  a  a?  =  Â  X,  á  d?  —     /  d  (/i  X)  o  .,• 
/^  h  X^d*òx=-k  X^dòx-^èxdih  X,)   f    /  d*  (Ví  A',  )  ^  >; 
/"/t  X3  rf^  c  o;  =  h  .V3  d*  a  .r  -  d  r*  X,)  d  o  .,;  +  ^/^  (7t  X,)  C  .r  — 

-  íd'  {h  X,)  a  9 

..  -  •  •  • 

•  •  •  •■•  • * 

• ' 

/  /t  y^  d  Ô  y  =  A  y,  e  2/  —    /  d  (  /f  )',  í  c  .'/    , 
/^h  r,  d*5y  •=  ^y,  d^y-'^yd(k  y,)  -f-  y  d^  {h  Y,)  o  ./ 
/^Ã  Yz  d'  òy^hY^d^^y-d  {k  YJ  d  ò  //  +  d^  (A  yj  8  y  - 

-  /"d»  (A  Y, )  a  // 


s>  ,Hilras  variáveis. 
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(tonsiderando  j?,  y,  *,  f  n 

(3  toniamlo  a  variação  «la  v.  .-  i  -'.  • '  ^  /  ^  ^  ^^  ^  ^ 

;    >i»  3?  +  «I,  a  rf?  -  /- 

í     +-Y3X  +  X,   .    ,;:-i(/'^,)ò--+  /  d^;.  ^,).:. 

O  =  ]  +  1'  «i/  +  y. 

\    +       etc., 

m  3í  +  n». 

(2)    0=  J+  X  Si/  

f+  ÍTò  = 

A  questfi-         5*="  valores  na  expressão  de  C,  fazendo 

valor  de  8  7.  T^a^â^**^ 

nada  fc,  inter  ^  i  v*  m»)  +  rf*  (/*  «i.)  —  rf*  (/i  m\  +etc. 

uma  consl:**-      ^  *  i  v*  '««)  +  ^'  (^  '>*.)  -  «í'  r/«  í>i.)  +  etc. 

/  ^.\\Ji  Hl,)  +  d*  (A    »í^)  —  d'  {ni^  )  +  etc. 

'  '^      ..^  et*.  cte. 

^  X  -  'í  C'  -V,)  +  d,  (h  X,)  -  d-  (h  X,)  ^  etc. 
,  V.  -  1/  Kh  X,)  +  d*  t'í  -V)  -  d'  {h  XJ)  +  etc. 
,  X.  -  J  (A  \-,)  +  d'  (\  X^  -  d,  (k  X),  -f  ele. 

A\  *'í^*«  ^'^^'• 

^.    -  .í  V  V,  )    r  t^M  •'••.  *  ^  -  dM  ^''3  )  +  etc, 

^  .  .»    V    'f;  í  >     h   <''   ^V''    I   —  r/'  C  fty,   )   +    otC. 

^^  ^    ^  dy  \,,  )   f  ./S  \^,  )-d*{ki/,)  +  ele. 
ol»'.  Oto.  etc. 

^         .»'  V  '.  .  ^    -  ./■  l  -í:,  I  -  (/^  (  /:;,  )  +  etc. 
X-,        .1  .   \. .  \    i-  ./•  \  ^:,  ^  —  rt-  (  Âv   )  4-  etc. 

..  V  '.:,  ^    :■   í*  i    --.  ^  —  rf'  (  Ã-s  )  +  etc. 
.^ix\  o^.^  et?. 


.^ 


V 
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1»  nsslni  p  >í'0.oíiiUe  resulta 


/ 


<:;)  C  - 


(  P::,  ò?  +  P  òu^  +  P  òy  +  P  ò-  +  etc.  )  + 
X  >  z 

+  /\'  ^?  +  p"  rf.  íf  ^-  P'"  íi'  5?  + 

+  P""?  rf»   5'f  +  etc.  + 
+  P'  a.i;  -^  P"  rf.  òjc  +  P'"  íi«  5j7  + 

P""''íZ'  ir  +  etc.  + 
+  P'  íy  +    P"  rf.  í//  +  P"'  d«  3y  + 


+  P"''  rf^  e.//  -}-  etc.   + 

-f    P'   ÒJ   +^P"  f/.  03   +    P'"   d*  $J   + 

P""\i^  5j  +  etc.  + 

z 

+  etc.  etc.  etc. 

Ví\Vi\  d  Icnniiiar-rse  a  c  íustauíe  (.*  suppõe-sc  que  para 
os  vi.il  ^•oòí-le  ./',,  fj.  ^  etc,  relativoò  :i  >  coineg')  da  intcí^ral  a 
imrtí-  i.idfl' riiiiuada,  alTecta  d  »  sí;4!ial  do  integrarão,  na 
<.qu-M;rio  (:\)  t-.c  an:i'illa,  c  a  outra,  a  parto  detcrmiriaday 
-idqiiiro  uni  <li  teriniiiad)  val')r. 


Sejam  : 


c  =  a,     7  r=  ô,    z  -^  c    etc. 


OSSOS  vãl  »rrSj  (*  supp  )iihaníios  r  o  valor  correspondente  da 
fjpiri  tí;ã)  ?,  o  A?  <»  valor  adquiridí)  pela  parto  não  aflccta 
de  iiit^  ^^ruíO  » ;  teremos,  encerrando  entre  parenthesis  com 
o  iiiíiictí  c  os  dlííerentes  termas  para  indicar  (luoas  seus  va- 
lr.>rcs  sTío  rclativ:)S  a.»  começo  da  inte^^i^aeuo : 


/_.\ 


'  (  P'  o?  )c  +  J"'  d  òw.  ).,  +  (  P'"  d*  a?  )c  +  ele.  +■ 
+  '(  P'  a./.-  )c  +  (  P"  d  Iv  )c  -f  etc.  + 

•  +  (  P'  a.'/  )c  +  (P"  d  o//  )c  +  etc.  + 
+  (  P'  ^z)c  -{-  CP"  d  ÍJ  )c  +  etc.   + 
etc.  etc.  etc. 


/ 
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Substituindo  este  valor  na  equação  (3)  e  fazendo  as 
contracções :  "'' 

/o  =  /  ( p  e?  +  p  sj;  +  p  ey  +  p  aj  +  etc.  + 
*/  "?  X  y  z 


e 


P'  Í9  -f  P"  d  2?  4-  etc.  + 

\  4-  P'    oc  +  P"  d  I.C  +  etc.  + 

i  +  P'  íy  4.  p^'  d  ey  +  etc.   + 

f        y  y 

,  +  etc.  +  etc.  +  etc. 


resulta  : 

r4;  A 


./e  +  t; 


A  indeterminado  A'  sendo  arbitraria,  podemos  suppol-o 
tal  que  tenhamos.,  para  t'3da  a  extensão  da  integral : 


P 

? 


o  que  nos  dá,  suI)stituindo  P  por  sua  expressão,  a  equaçfi'» 
differencial  : 

(1)  h  M-^d  (km^)  -f  rf*  (km,)  —  d^  (km^)  +  etc.  =  o 

equação  cuja  ordom  vem  a  ser  evidentemente^  igual  ao  nu- 
mero de  termos  ({uo  olia  contém  menos  um,  ou  igual  ao  nu- 
mero de  cocífficientcs  que  na  expressão  de  r  aíTectam  a 
variação  á:?  e  suas  differenciaes. 

Integrando,  poLs,  <*ompletaniente  essa  equação  teremos 
umnumerodc  constantes,  igual  ao  numero  desses  coeíHcienles 
de  modo  que  poderemos  tomar  essas  constantes  taes  que 
annullom  para  os  valo  as  relativos  ao  fim  da  integração  esses 
mesmos  (v  )efíicientes  ;i  excepção  de  um  delles  P?',  isto  é,  do 
sorte  qur  tonhamor>  para  o  íim  da  integração: 

r/,)       P"  =-0,  P'"  =oetc. 
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Designando,  pois,  ix)r  aj,  f/^  ^^  etc.,  os  valores  de 
x%  y, ::  eíc.  para  o  íim  da  integral,  a  expressão  de  J7,  per- 
dendo nesta  supposiçâo  todos  os  termos  em  que  entram  rfòcp, 
d*ò^,  cí'^ò?,  etc,  SC  reduzirá  á  seguinte,  onde  os  termos  en- 
cerradíjs  em  cliaves  com  o  indice  ,/*  indicam  os  seus  valores 
oorresix)ndentes  aos  valores  ./?4. //j,  ;ri,  etc,  relativos  ao  fim 
da  Integração: 

\,    rP'ècl   4-  fP"  d  i  ,.n     +  rp'"  d«  5  xl    +  etc.  + 

u  ==  '+  L  o;  J /-   L  -      ir    l   ^      Ir 

^+  r^"  ^  •']  +  r^"'  d  5  í/l  ,  -f-  rp'"  dUiji   +  otc.  + 

\-}-  etc.  +  etc.  4-  etc. 

Representando  ix>r  : 


/ 


rPc;:^  +  Pè.c  +  P$y  +  etc.] 


o  valor  <le  /o  correspondente  ao  fim  da  integral,  a  equaçêo  (4) 
será  a  seguinte,  para  toda  a  extensão  da  integral  /e: 

/P'  o  ?\     +  ÍP"  à  ò  A     +  etc.  4.        rp'  è^    + 

,    rP"  d  ô  arl      +  otc.   + 
^  J-P"  d  á  y-J     +  etc.  + 


+r/''')«^(V'i 


+  (P"  d^  ,j\     -l-otc.  + 


^  etc.  +  etc.  +     I    +    etc.    +    etc.    + 

+ 


+f[':'-''r' 


+  p  a  f  +  etc. 


]r 
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l^ 


.     p  •  (i  '"-^    ' 
p-  ^.^  -^   '^       p„  cí  ò*^  +  ' 
.>'  -\-  \ 


r;  =-   .   u  P'  ^^:'  ^    y    .   ele 


eic.  + 


rcsv^^^''  • 


(4) 


Lftda 


.•a\  í\^^^ 


K 


v\ 


•■  t 


.«: 


•M> 


.   ■* 


\\s 


1S 


dív,  S^^ 


iw^^^ 


'Aa\  • 


a) 


vvtftft^ 


,ttveT- 


odo 


A 


^  .5'  K 


V    ^« 


-I 


'/ 


Ot 


i 
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Para  ftizerdesapparecep  dosigiifil  de  integPMl  os  termos 
affectos  do  duplo  signal  de  è,  emprogaremos,  como  sompre, 
o  processo  de  !iiteíírai;So  por  partes,  o  cpie  nos  díi ; 


(p  —  (ÍQ  +  d"  if  —  ele.)  d. 
+ 
.  />  ií  —  fdP  S-í-  —  (IQ  Sr  + 


BO  —  dlt  + 

bO  d.   3r  —  liQ  Sx 


5,^^  ípd.  a.-  -  ído  d.  zy.  + 

.    ídP  S-í-  —  dQ  5-r  +    íd'  Q  Ij:  +  d-  Ràx  — 
—    /  d'  U  ix  —  efe. 
.)  d*  3.C  =  y  Qd'  Z^  —  I  d  Rd'  5j-  +  í(c.  = 
I  Sx  +     I   d'  Q  ir  —  d  Rd.   J.r  +  ii'  fí  Sr  — 

-/'"'•'  +  "•■ 

rtni  pjr  deaiittí,  p.'!r«  os  tormo;?  em  que  íi  differoncial 
&£■  Tosse  de  ordem  mais  elevada. 
I        RclHtivampntG  u  //,  teríamos  de  modo  idêntico  : 

'P,  —  dQ,  +  d'  R,  —  cic.)  d  i!j  =  P,  íy  —  /  dP,  iij  — 

—  dQ,  Sy  +    /  d^  Q,  Sy  + 


fa    —  d/í,  +  e'c.)  d'  ?!/  =  Q,  d.  Sn  —  <1Q,  ; 
—  (í  R,  d.  S;/  + 


^/^ 


+  li'  n,  !i/ 
I  ossim    por  dconle. 


-  A-fl,  ií  + 
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Tirando  o  valor  de  [  P'  ?  o  ?  ]/  e  trocando,  conforme  a 
regra  fundamental  a  ordem  dos  signaes  d  l,  teremos  i)ara 
solução  completa  da  questão: 

_^/P"  da?\    +etc.  +      j    I     r^'^^1    +  etc.  + 

y{P      dQX\     +  etC.    +        l       ]+[     y        \f 
\     X  )c  li 

I    f+    etc.     +     etc.     + 
(V)  1+    etc.    +     etc.    +    etc'    U  /  r^^^^  +  ^^y  +  etc.] 

\  /   \  y  L  ^      y         ir 

Sendo  K  tomada  do  modo  que  se  tenha  em  toda  a  ex- 
tensão da  integral  Po  =  o. 

8/'  Determinar  a  variação  da  integral: 


// 


«« 


F  (x,  y,  d*x, dy,a*y ) 

Couiforme  a  segunda  rc^^a  fundamental,  temos : 

Substituindo  ò  f  F  p  )r  sua  expressão  (.4),   obtida  no 
primeiro  problema,  resulta  : 

(1>         ò   í    Íf  =.    Í(N  ^d  P  +  d'  Q  ^  d'  R  +  etc.)  Bx  + 

-{-    /   CP  —  dQ  4-  rf«  72  —  etc.)  d  $x  + 

+  f  (Q  --  dR  +  etc.)  d'  ac  +  etc.  +    j  (N,  ^  d  P^  + 
^  +  d^  Q,  --  d'  R,    +  etc)  ?,y  + 

+  y  íP,  —  dO,  +  d^  R,  —  etc.)  d.  $y  +  1(0,  ^  d  R,  ^ 

+  etc.)  d*  Cf/  +  etc.  + 
+    r  jíM  ^  dX  +  d'  P  •--  d*  Q  +  etc.)  èx  + 

+    f   f(^i  -  dX^  +  d«  P,  -  d»  Q,  +  etc.)  §y 
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Para  fazer  desapparcccr  do  signal  de  integral  os  termos 
affectos  do  duplo  signal  de  8,  empregaremos,  como  sempre, 
o  processo  de  integração  por  partes,  o  que  nos  dá : 

/(P  —  dQ  +  d*  R  -^  etc.)  d.  ^x  ^  j  Pd.  òx  •-'    /  dQ  d.  ^x  + 

+    /  d*  Rd  $x  —  etc,  ■=« 
=  r  ^  —    í  dP  Bx  -^  dQ  ^x  +  I  d"  Q  òx  +  d"  R  òx  — 

—  /  d*  R  ^x  -^  etc. 

/(Q  —  dR  +  ele)  d*  Bx  =    /  Qd'  Bx  -^   /  d  Rd*  òx  +  etc.  = 
^=^  Q  d.   òx  —  dQ  Zx  +    /  d*  Q  Bx  -^  d  Rd.  òx  +  d^  R  ir  — 

—  /  d*  R  cx  +  etc. 

e  ossím  p^r  deante,  para  os  termos  em  que  a  differencial 
de   oX'  fosse  de  ordem  mais  elevada. 

Relativamente  a  //,  teríamos  de  modo  idêntico  : 

/^(Pi  —  ^^1  +  rf"  ^1  —  etc.)  d  3!/  =  Pi  íy—    fdP^  ly  — 

-  dQ,  ly  +    id*  Q,  ly  + 
+  d*  R^ò^  -^  I  d^  R^  By  —  etc. 

r (Qx  —  ^^1  +  ^^^')  ^*  ^y  ^  ^t  ^'  òy  —  dQ^  ay  +    f  d'  Q^  By  — 
•^  --d  R^d.  By  + 

+  d"  R^  ly^   1  d^  R^By  +  etc, 

e  assim  por  deante. 
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Tomando  a  differencial  da  formaçõo  F,  teremos: 

dF  ^  A  dx  +  B  dy  +  C dz  +  A^  dp^  +  B,  dq^  +  i4,  rfp,  +  J?,  <íf,  + 
+  Q  «^^1  +  -^3  rfps  +  B^  dqt  +  d  dr^t  +  etc. 

Considerando  a  differencial   somente  em  relação  a  x, 
temos : 


dx  djo  dx  dx 

(a')      --g-  ^A+Cp,  +  A,p,+  B,  r,  +  A,p,  +  ^,  r»,  + 

+  Q  '•a  +  «'C. 

Differenciando  em  rolaçUo  a  y,  temos  do  mesmo  modo 

^^  —B  +  C  -^+A,^^.^^  +  B,J^    + 


dy  •  dy       '       '      dy       '       '      dy 


ou: 


(a'')        -^ B  +  Cq,+  A,  r,  +  B,  q,  +  A,  r,  +  B,  q,+ 

+  C'r\  +  etc. 

Tomando  agora  a  variaçSo  de  Fy  temos  : 

F  ^  A  Ic  +  B  $y  +  C  o-  +  A,  á|)j  +  5»  íy,   + 
+  A,  ^p,  +  5,  5  ^,  +  C,  5  r,  -h  etc. 

Sul)Stituindo  este  valor  e  os  valores  fa')  e  (a")  nae: 
pressão  affecta  da  (lu})la  inte^raçílo,  resulta  : 


(^"') 


=  C(lz  —  p,  òa;  —  5^,  ò//;  +  Ay  ($Pi—  Pt  Zx  —  r,  òy^  -f 

+  ^i  ftPt^Pi  òx  ^  r^  òy)  +  B,  (òq^  —  r',  oa?  —  g,  ^i,)  4- 
+  í^s.  (o  r,  —  òr^  07  —  r'a  5»/)  +  tfíc. 


MECÂNICA    GERAL  165 

Consid<?raii(lo  m  primeira  integração  do  primeiro  termo 
em  relriÇil'»  i\  se  o  i)raticaiido  o  processo  de  integração  por 
partes,  teroni<  )s : 

/F  dy  d.  oijc  =  Fdu  o.<;  —     /    - , —  du?,  dy  oo; 
J       d:n 

d'onde: 

yy  F  dy  d.  l.c  =-.y  F  dy  ^x  -  J^J'  — ^  .  dx,  dy.  ^x. 

Procedendo  do  mesmo  mmlo  com  o  segundo  termo, 
porém  em  relaçfí  >  a  .7,  resulta: 

/y"  F  d,r  d.  ai/  -  =   /'  F  dx  ly  —    ÍJ'  — ^     dy.   dx  $a:. 

Suh)Stitnindo  est*-^s  valores  em  (2),  temos: 

f  í  F  l  (dx  dy)=    í  F  dy  Ix  -{■  í F  (bí  iy  —ff    ^     dadylv^ 

Siiltótitnindo  este  val<)r  em  (1),  resulta: 
(c)  '^yy  ^''^'"  '^'^'  ^   f  '''  '^^  ^''  +  f  ^''^^  '^y  + 

+//['-"-H&-'>-^^^]<"* 

Cíílculemos  a  íliflennea  aíTecta  da  dupla  integração. 


Fazendo: 


dz  d^x  d^z 

dz  d*z  dH 


dv  ^•'      dy*  ^*'      í/u;» 

rf*3        _  d^s  d^z       _     ^ 


temos: 


3 


dj:í/y  ^'    da;*  dy         ^'    d/  djc 


d»,  d»,  dp^ 


166  MECÂNICA    GERAL 

Tomando  a  differencial  da  formarão  F,  teremos: 

dF  =  Adx  +  B  dy  +  C dz  +  Â^  dp^  +  B,  dq^  +  i4,  rfp,  +  ^,  <íí ,  + 
+  ^,  íí»",  +  -A,  í/p,  +  P,  dq^  +  Ca  <ir>»  +  etc. 

0)nsiderando  a  differencial   somente  em  relaçSo  a  Xy 
temos : 


dx  '  d£       '       '     dx       '       '     dx        ' 

(a')      -5^  =  ii  +  0>,  +  il,  p,  +  5,  r,  +  A,p,  +  ^,  r»,  + 

+  C,  r,  +  etc. 

DilToronoiando  em  relaçílo  a  y,  tomos  do  mesmo  modo: 


^^'      du      ^^*      rfv      ^   ^*      dy      ^^'""^ 


<Mi: 


<*^  ^        "  ir  •  -  ^  +  ^^«  +  -^^  '"*  -f  ^1  ?*  -r  .4,  r.  +  B,  ç,-f 

Tomando  {\í;^>:\\  a  variaoíXo  do  l\  tomo.- : 

F  ^  .4  ^V  +  B  :>  -f  ^^  i-  -^  .4|  U't  -r  ^1 :?!  + 

Sul  stiluindo  os!o  \al  >r  o  v^^s  valv»!\\-    a    cia')  na  ex- 
l>i\N:.A^  alVisMa  da  dupla  ;nto^raoi\  ^,  r\su!t:-  : 


ií^    ^ 


í  *         ^  li  ^ 


%    « 


1  '»•••■  '-y 
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Calculemos  agora  a  partir  do  segundo  termo  desta  ex- 
prcíssão  as  formulas  comprehendidas  pelos  parenthesis.  Para 
obter  isto  temos  que  determinar  as  variações 

ò  pi,     o  q^,     5  />,,     á  q^,    etc. 

O  que  nos  dá: 

^      dz      dx  ^  dz  ^^   dz  ^  dâs  d  Iz  '—  p^  d  Zx 

"*  dx  dx^  dx 

d'onde: 

>  ,    ^  d  $z  —  p^  d  cyj 


«  /'t 

^,     UU.                 ,  .     ^,J     -    .                                  ^^ 

dx 

^            dÇi      .             d  [ÍJ  —  Pj  $x  —  ^,  a//] 
í/j?       ^                                   í/a; 

^*                dy 

f?V  a  í/a    —  r/j  $  dy              d  $z  '-^  qt  d  è  y 
dy*                                         dy 

d'onde : 

>  >  %  d  $z  —  q*  d  òy 

ô  í,  —  r,  oj;  —  q^  ay  ^ ^^ 


d!/ 

dp,  dq^  d  [òz  —  p,  aa?  —  q^  òy] 

ox  ^-»  — - —  oy  — 


dy  dy  dy 

^       dp,  dx  a  dp^    —  dp^  o  dx  d  ^  p^  —  P^  d  ^r 

^P^  =  "^   ~d^  ^  57^  ^  di 

d'onde: 

^  ^  d  ^  p^  —  p.  d  ^x 


C  «A/ 


^P*  í    ^  ^''í  ^     ..  ^     [^     Pi      •"•    ^'t     ^'-      —     ^t    ^í^l 


ôx -—  ôy  = 


tía;  (to  rfa? 

d*  [oJ  —  Pi  aa?  —  ^t  a.v] 

■~  í/a;» 

ci^j      dy  a  í/^t   —    dq^  c  dy       d  $  q^  —  n^  d  òy 
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d'onde : 


./  > 


í-  ^f  —  »•  3  ^'  —  ?3  «y  =-- 


d  ò  Qi  -^  g^  d  ètf 
dy 


—  — d  r —  o  f/  = 

í/y  í/y 

^     ^/  [5  ç,  ~  y,  ly  —  r,  00?   I    ^    f/«   [  ^j  —  p^  &r  —  ç^  ly\ 

dy  dy* 

5r   =  $     ^^i      =      dy^.dp^  —  rfp,  o  dy    ^    l  dp^ t^  _^. 

*  dy  dy  dy  dy 

d'onde : 


dp. 


dy 


cx 


dr^     ^ 

oy  = 


dy 


e  assim  pr)r  deanto. 
Fazendo  : 


dsc     dy 


OC  —  /)j  (i.r  —  ^j  oy  =  u 


e  substituindo  estes  valores  na  expressão  (a'"),  resulta  : 


(m) 


dF     .  (//^    .1 


^fy 


dy' 


"^    ^*     ~dx  dy     '^  '^'      dx'      "^      '  "dy'      "^  ^*     dx*    d,, 


+ 


d'onde  : 


//h'-^^"-^  •-"]**= 


rfy  í/j^-j 


i4  ,  — 5-5—    dx  dy     + 


dx  dy 


dx  dy  +  eic. 
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ira  desenibarn<;ar  as  integraesdos  termos  affectos  do 
sígnal  de  dlfron-ncinçfio  e  variaçOo  utilisaremos  a  inte- 
)por  partes,  o  (jue  nos  dá: 


-//""^'J  -^    ''*• 


//  B,  <,.<,,   _1^=/B.«d„-. 


-//udx-^  dy. 

ff  ^^  -S*-  ''"  '^y-  /  ^*  -^^y  - 


du  dA^ 


-  //^^  ^' 


dx 


dx 


-/'•.-S-*-/"*-Í-  + 


+//''  ^y 


d*  4 
dx    "*  ^^« 


dx* 


r,.^...,^/^._^^_/«^^  + 


+  //«  dy  rf^  iíl^. 


^1»     .,„ .,..  _    /■  r.     <í« 


+  //  "   -dy ''dor     ''•'  ***• 
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«•'  y/^'    -£-    àxdy^  f  A.   -^    dy  - 

-  ff  -^    -^^   à^^^J-f^.-^dy- 


-//ud.dy^. 

-^■^ff^^^^^y^f^^^-^  -  /'^^-S-í^  + 

8..  ff^*^-^y-d.^du-f^ 


dy         J    ^  dx^ 

d*  ti  dC^  ^        du 


_        í         ^'^  <)C; 


rf^;  — 


/-       du         dC%      ^      r  r  .   ^       du         (P  C^  ^      du 

dC.      ,      r        <'*^\      j  /*  ,        <^w  àC^ 


rí-C  /-  /- ,     ,  rf*  c. 


D.* 


4-    /  udy     .       , I  I  àii  dx  u  — r-- — \ — . 

^  J         ^    dx  dy         J  J      ^  dx*  dy 

r  f.     ,         d^u        ^,          „       du                 dC^ 
I  I  dx  dy     ,  ^    ,       C  .  =  C.  — 3 u  — r-^ h 

•   y  dy        -"       J  dy  dx       ^ 

+    /  udx í I  I  dy  dx  u  -7-^ — f-  . 

^  y  í/í/  ííj;         J  J      -^  dy*    dx 


e  assim  por  deante. 
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Sul)Stituinclo  este3  valoros  na  expressão  (m),  e  depois  o 
valor  de  (ni)  na  expressão  (c),  resulta: 


jCj  —  eic. 


+  -^-  I  C3  -  eíc.  I  +  eic.  + 


+ 


-^!i-  fc,  —  etc?\-\- etc,^  f  F  dx  ly  ■\-  J F d\f  Ix  •\- 
+    /  udy     A. ,-* r-2 h        ,  /    + 


+  -T&iar-'"''  ]  +  /«''- [5.- 


rfp.. dí:,_  ^ 


dy  dx 

d^ 

dy^ 


+  /'^í'  ^z^  [^«  — ízr-  -  ^-  +  ""•  J  + 

+  y^"4^  "^^  Ua-^í^.J  +  /dx  -^"-  |^B3  -  eíc.J  +  «íc.  + 

+   I  I  u  dx  dy\C -^  -\ / etc,-\ r-í-  + 

^  J  J  ^  \_  dx       ^       a.c*  '  dy       ' 

dy*  dx    dy  dy  dx*  J 

O)mo  vemos,  a  expressai)  da  variação  da  integral  dupla 
<;  >inpOo-sc  de  trcs  imrtcs,  uma  livre  d  )  signal  de  intrgração^ 
outra  afíecta  de  unia  só  integrarão  e,  finalmente,  a  ter- 
ceira aíTecta  de  uma  dupla  intogr:u;il').  Igualando  a  zcra 
a.^  expressões  aflectas  do  signal  de  integração,  as  e(iua(;CK'S 
íjue  resultam  exprinilnjo  as  condiçõ;?s  necessárias  para  que 
uma  formação  ([ualquer  a  tros  varlavei.">,  contendo  as  diííe- 
renclaes  parciaes  stja  integrável  ;  representando  então  a 
parte  livre  do  signal  de  integração  a  variaçHo  da  integral 
considerada. 


itieTetítto  este  estuda  fundanieiiUii  vamos  agopafoC 
,  priíneimmeiíto  9)1.1  o  ijoiít')  d<?  \1stn  gorai  c  (Íe[Nif- 
3  applicaçõt^  especiaes,  as   qiiestíks  i!e  mo-riuu^ 

(]ue  detenniiioram  n  creaçfiodo  calcul  «doava- 
íjuestOcs  t!ss«s  trotadas  por  Newton,  le  BenuiiiiUi, 
(  finalmente  por  Lagrange  (jue,  pode-ae  dizer,  esgotou 
^unipto. 

Ho  (;alcida  diíTerencial,  como  silxf-se,  semelhantes  In- 
KiKjÕes  suppMjm  sempre  a  consideração  como  rela- 
IR  umii  nitsma  curva  <m  stiperlicie,  ou  por  outra  siip- 
p  r|ue  em  todo  c»  correr  da  itidagaçõo  o  nuxio  de 
pOo  onli-e  QS  variáveis  ou  a  equação  da  Ririna  cou- 
nda  fia  mesmii.i-  pPHiura-sedelerminarfiiiaesospHitoe 
pirvn  o»  siiperticip  dada  que  fiprt\=entani  um  ma.itimum 
pn  niinimum  ;  no  calculo  das  vfiriaçíVso  modo  de  i-Hlaçílo 
lè  os  variáveis  nflo  (•.  conhecido,  isto  í.  iifio  ^  conhecida  a 
Içfiodarúrma  i|ue  coiistllueii  olyecto  essencial  da  qries- 
[e  pnxsura-se,  dentra  de  rertos  Umites,  entre  t.idos  os 
iõa  por  que  as  variHvels  podeiu  se  achar  ligadas,  .piai  u 
[tepresenta  nmo  curva  ou  uma  superfície  para  a  ■piai 
|fp(a.nni(irj(  ou  núnimiun  nnin  propriedade  geral  expressa 
lima  Integrai ;  do  modo  que  neste  cusfj  a  indugat;^»  nSo 
pClc  sempre  a  mesma  curva  oii  supfírHcio.  porém  diffô- 
\t»  eurvHs  (lu  :5ni>erlicies  dentre  as  ijuacs  é  necessário 
pctcHsnr  a  que  gosa  do  nut-rinium  ou  minimtun  da  pro- 
iíiiide  traduzida  ptílii  hitegral  delinida. 
Tnrii  l>oni  cnrHCter'snr  estes  dous  aspectos  da  queslflo, 
||Wertími«  oac8Si)S  mais  simples  a  clles  relativos. 
iiDnda  »  i!i|iiaçao  da  curva  : 

I  'j  -  fC) 

>da  quiil  procui'a-1^'  detcrniiuar  i«s  máxima  ou  mínima. 

[ltiittfl'1  |M'|ocnlculodi(TtírencÍal  musistcemdeterminor-se 

|lri'alii'liildadiHloponl<^t!iicur\'a(')aquellesparaosquaes 

Hliii*  il"  ortÍi'nntln  A  iiirtJSHiH"!  ou  mírtimum,  e  para  iss" 
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^^i^oncia-sc   a  erfuaçuo  (^),  o  que  equivale  i\  passar  de  um 

P^^^o  da  curva  para  um  outro  iufiuitamente  próximo  nessa 

D^csnia  curva.  Si  o  ponto  c  )nsi(i(Tacl()  correspondo  a  um 

Vôlor  muíúnum  ou    mininmm   da   ordenada,  coníorme    a 

oLservtiçao  de  K<ípler,  essa  ordenada  na  proximlfladcí  desse 

ponto  s(Tá  estacionaria,  o   (lue  imi)orta   em    manter   (lia 

à\ú  ;i  mesma  grandeza.  Por  conSiíguinle  sol)  o  ponto  de 

visíí)  algébrico  essa  constância  do  valor  da  ordenada  e  (jue 

caracterLsa  os  dous   estados  criticos,  será  dada  pela  relaçõo 

dy  =  o 

A  questTio  íica  assim  riíferida  a  eliminar-s;»  as  difle- 
reiiciaeo  auxiliares  desta  relaça)  utilisando  para  iss  >  a 
equ«(;ã'>  (*)  da  curva  dada,  d'onde  resultará  a  eipiaçã  >  ([uc 
deve  dar  os  valores  correspondentes  a )  maxinuim  ou 
mifiíniurn. 

No  calculo  das  variações,  Ibruiulada  a  proprierlad»^  geral 
[XíIm  integral: 


/:k-.^-^ h 


í:^) 


entre  os  limites  a  e  />  pro(uira-3e  determinar  dentre  a 
infinidade  de  curvas  comprelieudidasna  (niuaçílo  hypotlietica 

qual  a  que  torna  a  integral  (^)  um  maximmn  ou  um 
/m/ií>/í Mm.  Neste  caso,  i))is,  nõo  passi^mos,  c  muo  no  caso 
íintrrior  de  um  ponto  a  um  outro  de  uma  mesma  cumi, 
pjróm  de  uma  curva  para  outra  eutre  os  limites  «e  b. 

A  passagem  de  um  pjuto  para  outro  intinitamentt*  pró- 
ximo obtem-se,  sob  o  primeiro  aspecto,  pela  dlfí(Tv>nciaçao, 
a  pOvSsagem  de  uma  curva  para  outra,  intinitamente  próxima 
obtem-se,  sob  o  segundo  aspecto,  pela  variação. 

Siippondo  na  formação/  a?  e  {/ variando  em  virtude  da 
variaçl  >  do  parametr.)   a   obttM'-se-ha    unia    inílnidale    de 
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curvas,  e  a  questão  está  em  salier  qual  delias  ou  qual  dos 
modos  de  relação  entre  x  ti  ij  qut)  dahi  resulta,  torna 
maxinium  o\\  minimum  a  expressão  (•'^). 

Ora  sendo  F  uma  formarão  de  ,r  c  g  e  sendo  estas 
variáveis  suppostas  dependentes  do  parâmetro  a,  é  claro 
(jue  F  pôde  ser  supposta  uma  formação  de  «  e,  segundo 
a  observação  de  Keplor,  sendo  a  f  )rmação  estacionaria  nas 
proximidades  do  marinium  ou  minimuni,  segue-se  que  para 
taes  valores  a  modificação  òF  proveniente  da  variação  ci 
deve  ser  nuUa,  o  que  nos  dá  para  caracterisar  os  dous 
estados  críticos  a  condição  geral: 

/  ò  F dx  =0  011  ^ /  Fdx  =  o 

Assim  como  na  questão  onsidorada  sjb  o  ponto  de 
vista  do  calculo  diíTerencial  a  condição. 

Contem  as  coordenadas  dos  pintos  i)roc]irados,  isto  é, 
a  S()lu(;ão  da  questão,  assim  também,  sob  o  segundo  aspecto 
a  condição: 

(•*)     a    /        F  d,r  =  o 


'>     'fa 


confim  a  e([uação  da  curva  procurada  ;  no  primeiro 
cas'>  a  (eliminação  das  (liíT.Tenclaes  auxiliares  da  relação  (-) 
r  obtida  p(»l()  Cíílculo  diíTerencial  utilisando  a  equação  dado 
(la  (turva  ;  no  s^íjíiuido,  orno  veremos,  a  eliminação  das 
din(f'rcn(*Ja(\s  auxiliares  ('  obtida  c  >m  a  intervenção  do  calculo 
int!';;r;il.  O  lant )  á  distineção  entre  a  existência  do  ma,/'iniiini 
ou  ílo  itUitininni  {\\(\\\\  de  sua  extrema  omplicaçOo,  consi- 
d'MMíl;i  n  inf|;i;ía(;n  )  s  >b  este  segundo  aspecto,  perde  ella 
l,f)í|  I  íí  qiiiihpicr  importância  p>iso  próprio  enunciado  do 
l»r  )bl«'iji/i  rsp:"i(l(Mi  ():\liiiariam  vite   o   caso  critico  corres- 

poilílriitc  . 
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C  msiderada  sob  o  p  >iito  de  vista  do  calculo  das  va- 
riações, a  (luestOo  <los  máxima  c  miiiima  apresenta  ainda 
iini  typo  que  convém  mencionar,  caracterisado  pela  sulx)r- 
clinaçôo  do  maxíniwn  ou  minimum  da  integral  (^)  á  condi- 
ção de  nianter-se  constante  entre  os  mesmos  limites  a  e  ô 
uma  outra  integral: 


/>■ 


isto  ('*,  procura-se  determinar  dcnitre  os  modos  de  rclaçfío 
•entre  ./-  c  y  o  que  para  os  limites  a  e  b  dílo  á  integral  {^)  um 
mosino  Viilor  qual  aqnelle  a  que,  entre  os  mesmos  limites, 
-corresponde  um  niaxírnum  oii  minimum  da  integral  (*). 

Este  cíiso,  relativo  í^s  (luestões  comprohendidas  pela 
denominarão  geral  de  problema  dos  isoperimefroSy  nâo 
exig:t"  po.vm  nenhuma  noçã  >  n  )va  fundamental,  podendo 
rruno  veremos,  ser  sempre  referido  a^)  caso  geral  como 
m'3Strou  EulcT. 

Por  c:>iiseguinte  algabric.imente  a  dcterminaçiio  do  ma- 
íi/nuni  í.)u  minimum  da  integral 


/ 


Fdx 


c  iiisisíe  na  equação  da  condi(;âo  característica  : 


)    r Fdx  =  o 


tendo-se   em  vista  os  differentes  modos  de  constituição  da 
formação  Fy  c  a  natureza  dos  limlte.5  entre  os  quacs  é  consi- 
derada a  integral. 
Seja  a  formoçíí')  dada  : 


\     ^  -^^    dx     íix*        í/o:"  / 
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A  condição  <le  niaxítnwn  ou  mininmni  será  : 

<')    ^f  "('•«■%'&■ ê)*--- 

Sul>stituiiid()  o  valor  desta  variação  por  sua  expressão  (D) 
anteriormente  obtidn,  temos  : 

sendo  A'  a  constante  proveniente  das  integrações  effectuadas. 

Ctomo  esta  relaçAo  deve  ter  l  )gar  (juacsquer   que  sejam 

òx  òUf  rasulta,  para  condições  de  mr/crímam  ou  minimam: 


(2) 


Fòo:+  c«  [c.  -      Jg-   +otc.j    + 


(3)  ^ jTzi-  +     -Tir    —    -T-r  + + 


A  primeini  destas  e(iuações  6  relativa  aos  linaítes  da 
integrai  e  a  se^ninda  nos  lá  o  modo  de  dependência  entre  x 
e  1/  ou  n  e(iuaç5(>  da  curví.  para  a  qual  a  propriedade  expres- 
sa pela  integral  considei^ada  é  um  ma  rimum  ou  um  fnini- 
muni.    Km  gernl  esta  ultima  equaçilo  poderá  conter 

'  '  *       dx       dx*      dx'     rf.T«" 
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X)is  que  sendo 

a  derivada    de   ordem  mais  elevada  das  que  entram  na  for- 
mação  /*'  e  contendo  C  n  +  i  essa  derivada,  a  formação 


d'^  c 


±1 


isxvtv  necessariamente  a  derivada 

Assim,  pois,  a  integração  completa  da  equação  (3)  dará 
2n  parâmetros  arbitrários  e  o  resultado  dessa  operação  pôde 
ser  representado  pela  equação : 


(4)  ? 


(  «'^  y«  "'«'a Sn  )  = 


Consideremos  agora  a  outra  condição  de  maximum  ou 
minimum  representada  pela  expressão  (2).  Substituindo  ahl 
W^  por  seu  valor 

(  a  y  —  p  a  o? )  , 

temos: 

+  (  á  P  -  5  Sx)  (  C.  -  -^  +  ^  -  -^  +  etc.  J  + 

+  etc.  +  A  —  o 

Designando  por 

a^n  l/iy  ^2»  Vi 

OS  valores  de  xey  relativos  ao  começo  c  fim  da  integral., 
por 

jPj,  Ml,  iV,,  P4,  etc.p  F„  M,,  i\r„  P„  etc. 

Mecânica    IS  ^ 
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formações  conhecidas,  as  primeiras  dos  valores  : 

e  as  segundas  dos  valores  : 

^1»  yi.  Pi»  ç%^  etc; 
a  formação  (5)  pôde  ser  substituída  pela  seguinte  : 

(6)     [  F.  ax.  +  M,  ay.  +  N,  $p.  +  +  s,  a  -^^ 


]- 


-[. 


^^  +  M^  $x^  +  N^  $p^+    +  S^  $ 


Si  as  quantidades  : 

(  «»  )  aci»  2/i.  a:,,  t/„  p^,  p,,  íi,  g,,  etc. 

são 'constantes  dadas  pela  natureza  da  questão,  as  variações  : 

^i,  ÍJ^s.  íi/i,  ^i/,,  5/)i,  ap„  $qi,  àq^  etc. 

s5o  todas  nu) las,  a  equaçSo  (6)  será  por  si  mesma  satisfeita, 
e  então  a  eriuação  (3)  constituirá  a  solução  completa  da  ques- 
tão. Para  determinar-se  neste  caso  as  constantes  da  solução 
do  problema,  representada)  pela  C(]uação  (-4),  substitue-se 
nessa  equação  x  e  y  por  soas  valores  dados 

^1»  í/i»  ^j.  2/i 

e  differencia-se  successivamente  (  ;í— i )  vezes,  o  que   nos  dá 

/  ?   (  ^11  !/i>   C|i   Ci^   <^iy C,n   )   =   o 

9   (  í^s»   !/i»   ^1»   í^í»   C3, c,n   )   =   o 

?'  (  ^1»  2/1»  2/'i.    <?!,   C,»  Cj, C,n  )   = 

?'    (   «?í»    2/1»    2/'l»    ^l»    <^í»    ^3» C|D    )    " 


{V) 


o 
o 


Jl 


?  1  =  o,     9 


»/ 


?i 


//' 


/// 


o    9.  "  =  o 


çp^n.l    -_   Q      Op^n.l    _.   (j 
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Tem-se  assim  2n  eqiiarões  entre,  as  quantidades  o- 
iihecidos  dadas  e  as  (constantes,  e  pí)de-sc  i)or  meio  delias 
determinar  essas  constantes. 

Si  nenhnma  das  ([uantidades  (m)  é  dada,  suas  variações 
serno  independentes  e  indeterminadas  e,  em  tal  easo,  a 
equação  (6)  i5(')  será  satisfeita  igualando-se  separadamcníe 
a   Zí.To  cada  um  dos  coí^flleiíMites  : 

F„  F,,  M,,  3/,,  A\,  i\r„  eic. 

O  í[ue  nos  dará  as 

(,  2  n  +  2) 

eíiuMções : 

p^  =s  0^  F^  =  o,  ^í^  =  0^  M^  '^  o,  etc, 

as  quaes  combinadas  com  as  2n  que  resultam  da  diííe- 
renciaçáo  successiva  da  e([naeao  (4)  nos  iKBrmittiriam  de- 
terminar as 

{2  n  +2) 

quantidades  relativas  aos  limites  e  as  P/i  constantes  arbi- 
trariríS. 

Si  as  quantidades  (m)  nao  sâo  independentes,  porém 
acliam-se  ligadas  por  um  certo  modo  de  relação  dado  pelas 
ni   equações  : 

W  ít  =  o,  /;  =  o,  '^z,  =  o,  •>,  -=  o,  p,  «  o,  %  =  o,  etc. 

toma-se,  neste  caso,  as  variações  destas  equações,  o  que 
nos   dá  : 

í/\  =  o,  ò/*,  =  o,  v^^  =  O  òl/,  =  O  ele. 

e  utíJisando  estas  expressões  que  no^  duo  as  relações  entre 
as  variações 

^i.  ^1»  òy,,  ôy,,  òpi,  cp,  etc. 

podemos  exprimir  m  variações  em  formação  das 

(2n+  2^m) 
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outras  restantes,  e  substitíiindo  esses  valores  na  equação  (6) 
eliminaremos  desta  equaçilo  o  maior  numero  possível  de 
variações.  Feito  isto,  igualaremos  a  zero  os  respectivos 
coeflBcientes  das  variações  restantes,  que  assim  fícam  arbi- 
trários. Resultará  desta  forma 

equações  que  reunidas  as  equações  (o)  e  (o'j  nos  darôo 

equações  com  as  quaes  determinaremos  as  .^/i  constantes 
arbitrarias  e  as 

(2n^2) 

quantidades  relativas  aos  limites. 

Para    esclarecer     estas    considerações    tomemos   ran 
exemplo. 

Supponhamos  á  formação  F  a  forma  : 

A  condição  do  maximum  ou  minimum  será  : 

As  equações  (2)  e  (3)  que  representam  as  condições  carar 
cleristicas  dos  estados  críticos,  serão  i>ara  este  caso: 


Como  Cj,  em  geral,  contém 


-h'^e.  +  ic=,o 
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3q  iiaçílo  (a)  poderá  conter  a  derivada 

modo  que  essa  equação  completamente  integrada  dará 
alr.>  constantes  arbitrarias. 


Seja  o  resultado  da  integração  representado  por : 


■  ) 


?  (^^  !/,  Cl,  c,,  C3,  c.,)  ^0 


Sal)Stituindo  na  equação  (1))  òu  por  seu  valor: 


(bj  —  p  5k  ) 


sul  la  : 


Designando  por  d\,  y^y  x^^,  r/>  os  valores  de  x  e  y  para  os 
Tiites  (ia  integral,  e  representando  por  Mi,  M^,  A\,  iVj, 
i,  /'♦?  lormaçõ('s  c  »nlií'cidas  dívsses  valores,  a  equação  (a") 
ido  ser  substituída   i)ela  seguinte: 

h"  ) [m,  ^',  +  y,  ly,  +  P,  Ip,  j  -Ulfi.^  +  .V. ly,  +  P,  ^p^   =  o 

Sf  as  CO  )rdenadas  d  >s  poiílos  (^xtremo.>  :  j\j  r/i,  x^,  y^, 
im  como  as  tangentes  pi  e  py  são  (juantidades  dadas, 
?ílerm  ilíadas,  teremos  : 

Neste  caso  a  equação  (b")  se  verificará  por  si  mesma,  e 
lUlo  a  equação   (a)  representará  a    soluça )  completa  da 

iiestâo. 

As  constantes  da  equação  (a'j,  provtMiientesda  integração 
íoaiUiçO  j  (a),  ol)tòm-s<3  substituind  >-se  ik  sla  cquaçã(j a?  o  y 


\ 
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|)  >r  stHis  valores  extremos  e  difierenciando  as  ejuaçOes  re- 
sultanles,  o  que  nos  dú: 

i    ?  í  J*!  -yn  <^i»  <^t»  <^a'  <"w  y  =  O 


\ 


?  ^-^t.  yz*  Pif  <^i'  <•,'  <^i.  í.y  =  o 


Utilizando  estas  quatro  equações  delerminariamos  es 
oonslfintes 

Si  forem  somente  dadas  as  coordenadas 

^1  í/i»  •''i»  Ví» 

dos  pontos  extremos,  a  condição  (b  ')  de  maximum  ou  mini- 
mum  será  nesta  hypt^tliese: 

p*  ep,  -  p,  íPt  =  o 

e  como  ^Pi  ò  em  taes  condições  independente  de  òpi  resulta  : 

SiiJ)Stituindo  nas  OfUiaçOes  (o  J'  e //  por  seus  valores 
dadop,  relativos  aos  limites,  e  por  pi  e/)aOS  sous  valores 
tirados  da  ccjuaifio  (e'í,  teremos  quatro  eiiuaçòes  que  nos  per- 
miKirriò  determinar  as  quntro  constantes. 

Supp;)iiliamos  Oiíora  a  curva  pn>curada  como  devendo 

aclmr-sc  entre  as  curvas  ([lie  pascíam  pela  curva  Cdada  pela 
eípiaçAo: 

lio  começo  da  intt^^raK  e  i>ela  curva  C  dada  pela  equação 

no  Ihn  i\i\  inlc^inil.  Nfio  stMido  íixos  osi»onlos  de  intersecção 
tias  curvas  iiilcrnic.li;;ri,iscoin  ;ís  curvas  limites, sempre  que 
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f       raiidarmos  de  uma  dns   curvas  intermediarias  para   uma 
outra  infinitamente  próxima   as  coordenadas  desses  pontos 
so/Trerõo  uma  variação,  ({ue  sendo  determinada  por  um  des- 
locamento rlesses  pí)ntos  soI)re   as  curvas  C  e  C',  necessa- 
riamente devem   apresentar  as  mesmas  relações    que  as 
íiifTerenciaes  nessas  curvas,  sendo  easas  relaçõas  dadas  pelas 
equações  (n)  (» (n').    SuJ)stituind(),  pois,  na  equação  (n),  a?  e  y 
por  a\  c  //i,  na  equação  (n')  xey  por  x^^  e  r/^,  e  tomando  as. 
variações  temos: 

Substituindo  estes  valores  na  equaçiio  (b"),  eliminaremos 
as    viiriações 

e  teremos  uma  equação  da  forma: 

D'onde 

Substituindo  nestas  equações  e  nas  equações  (c),  r/i,  r/^, 
/>!  e  /íi.,  por  seus  val<>res  tirados  das  equações  das  curvas 
toremos  seis  equações  (jue  nos  permittirão  determinar  as 
fjuatro  constantes  e  as  abcissas  Xi  e  x^^  dos  pontos  ex- 
tremos. 

Aí^sim  esclarecidas  as  considerações  anteriores  i)or  este 
caso  mais  simples,  continuemos  a  apreciação  da  questão 
geral. 

Si  a  formação  considerada  F  contiver  uma  ou  mais  das 
qiiaí]tidaríes  (m)  é  necessário  na  variação  de  F  levar  em 
conta  as  variações  dessas  quantidades,  síilvo  o  caso  em  que 
a  natureza  do  problema  as  estabeleça  como  constantes. 
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Siii)i>r)n(l(),  por  exemplo,  que  F  contém 

(l(4éigii(*mo6  por 

r„  r.,  r\.  r,.  t,'\  r\ 

íM  (:o(;(11cíciites  de 

ía?!,  tyis  ^„  íy,,  ?Pi,  5Pi 

na  oxpressfio  de8F.  Embora 

«^t>  yt»  í»t»  y»»  Pi  «  Pi 

flcjam  consideradas  constantes  na  expressão  da  differencial 
de  Fy  si  o  problema  considerado  exigir  que  cilas  tenham  uma 
variação,  será  necessário  juntar  á  variação  de  FouSF  termos 
da  forma 

aa?i      /  T,  doo,  íy,    /  r^  dx,   $x^    1  T,  dx,    Sy,    /  T^"  dx,  etc. 

Representando  por  Qi  e  Q^  os  valores  respectivos  da  pri- 
meira dostas  integraes  para  os  limites  da  integral  conside- 
rada, por  Q'i,  Q'â  os  da  segunda  etc,  teremos  de  juntar  á 
equaçfio  dos  limites  (2),  termos  da  forma: 

ficando  a  equaçSo  differencial    da  curva  procurada  ou   a 
equação  (3)  a  mesma . 

Consideremos  agora  o  caso  relativo  ás  curvas  da  dupla 
curvatura,  em  que  a  formação  dada  F  contém  mais  uma 
variável  ^,  dependente  de  x  e  suas  derivadas,  isto  é,  uma 
formação  da  forma: 

_,  /  dy  d^y  dz  d*z  \  ^ 

^("'^'- d^'  d^ ^'  -Si- j''^ 

Ojh  forme  o  estudo  anterior,  para  obtermos  neste  caso,  a 
v/íri/j<;rjo  de /^'basta-nos  juntar  á  expressão  geral  (D)  termos 
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análogos  aos  correspondentes  a  //,  de   m  >do  que  a  condição 
de  maximum  ou  minimum  será  : 


5u' 


V  +  fé.  5u[c.  -   i^  +  ^._  eu.  Yf^ 
r_,        dG"       ,    d^G'-        ^     l 

Representando  Y  nesta  expressão  o  seguinte  : 

G" -^^-    +  ô/c.     +  etc.  +  í, 

sendo  G'  G"  G'"  etc.,  os  coeffícientes  de 

^%     ^-'  >     '*  *»  . 

3,    O   -  ,       ,0   -TT       ^'C' 

no  desenvolvimento  de  oF,  5a'  igual  a 
Fazendo  as  conirací;òes : 

teremos  para  expressão  da  condiçâ  o  de  nnaxímum    m  mi- 
nimum 

(9)  y+  fU  ^^"  +  ^x  ^^í'  ]íí>-  =  o 

Substituindo  ^  e  $a'  por  seus  valores  : 

lemos  .' 


■  +/[♦* 


hj  +  ^,  iz  —  r-^p  +  4^1  p' ;  5^' 


f/a?  =  o 
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..La  rvlíinlo  deve  vorificar-sCjínioesquer  que  sejam 
. .  rosiiltH  para  condições  de  niaximum  ou  de  mi- 


. .  .1 


V,  +  X  =  o 

»    »  «J^  c//  +  '{íi  c^  —  (l  p  +  •]'|  p')  ò.''  =  o 

l.sU»  ultima  eíiuaçâo  nos  dá  : 

^^  =  o,  'li  =  o,  -i/p  +  '^^iP'  =0 

I  UTiN'ira  sendo  satisfeita  quando  sâo  os  duas  primeiras,  as 
r.Midlfjòos  de  maximum  ou  minimnm  serdo,  finalmente: 

Vj  +  A'  =  o,  .];  =  o,  .>j  =  o 
nu  sulxstituindo  'J  e  'li  por  seus  valores: 


\   ^'  (Lr     ^     -f-'^        ^''• 

00 


.c  dx 


I  ^,       dG"     ,    d'G"' 

As  e(iua(y)es(ir)  inle^^radr.s  nos  darão  o  modo  de  dopen- 
dcneia  entre  ./•,  //  e  j  (pie  caraetíTisa  a  curva  i)rocuríida,  e  as 
<N»ns;.'ntrs  tpu.'  dci^a  opcra.çf.o  resultam  serão  determinadas 
rccorrcndo-se  ás  condições  relativas  aos  limites. 

llepiNstMitandí^  por  V^»  o  vab^rdeVi  para  o  começo  da 
iiilr;:i';n;.'i()  (»  por  \".>  O  t^cu  Víilor  jxira  O  fim  desta  intf.'graçâo 
a  (Njiinçrio  (  I  )  dos  limites  será  : 

V,  -  V,  «  o 

\'.im  »;í  íifioiM  ri>nsidcrar  o  caso  om  que  as  coordenadas 
/.  1/  r     ;ir|i;mi.s.*  li.uadas  [íor  uma  etpiação  de  condição. 
iipp'Mili.'unn  ,  rsla    ( ipinçãvMlíi  f(*>rma  : 
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Diflcrenciando  esta  equação  temos  : 

-    ílx  +    —r-    dy  +    —~  dz*^  o 


dj' 


dz 


Tomando  a  variação,  temos: 


d.c  dy  dz 

« 

Multiplicando  a  l*^  por  ^.r,  a  segunda  por  cír  e  subtra- 
liindo   o  primeiro  resultado  do  segundo,  resulta  : 


ou  : 


r/5 

I 


L[a,_pí.,]  +  ^[s.-p'âr] 


d'oiide: 


au'  =  — 


í/.í/ 


Sul)Stituindo   este   valor   na  equação  (9)  eliminaremos 
Z^  o  teremos  : 


'••/i 


íL      — 


lau 


'     dy 


íw 


•j/ 


777 


dx  =0 


sendo  V^  o  valor  de  T'ap(3s  a  substituição. 

Substituindo  nesta  ultima  expn^ssao   òa  por  seu  valor 


len  mos: 


y.  + 


/I-- 


(  òy  dx  —  í/í/  Ix  )^ 
do 


do 

I 

az 


hj  dx  —  dy  òx  \  dx 
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As  a>ndiçOes  de  maximum  ou  minimum  serSo  : 

Vo  —  o 

Eliminando  desta  ultima  equaçfio  a  variável  ^  por  meio 
da  equaç(io(g)  dada,  teremos  a  equação  differencial  da  curva 
procurada .  Tal  é  o  caso  em  que  se  trata  de  propriedades  de 
máxima  ou  mínima  de  curvas  situadas  sobre  superficies. 

Consideremos  o  caso  em  que  sendo  dada  a  formação 
differencial  : 


(1)  + 


U,  y,  z ?,  dxy  â}x, ilxj,  (Pij, cí?,  d}:^ j  = 


procura-se  determinar  quaes  as  relações  entre  as  variáveis 
X,  tjy  ;:....  quando  a  formação  cpó  um  maximum  ou  um 
minimum. 

Send(3  (p  dada  pela  integração  da  equaç^io  (1)  é  claro 
que  e^sa  formação  conterá  tantas  constantes  arbitrarias 
quaiitíis  são  as  unidades  do  numero  que  marca  a  ordem 
da  equação  (1),  e,  além  disso,  conteni  integraes  indefinidas 
cujos  limites  serão  lixados  pela  natureza  do  cada  questão 
particular. 

Supponhamos  que  essas  integraes  comecem  para  os 
valores: 

X  =r.  a,         ?/  =  b,         a  =  c,     etc ,  ; 

OS  valores  correspondenles  de 

9,         do,        d«9,     etc.  , 

serão  assim  formações  dadas  de 

rt,     è,     c,     eíc,  da,    db^     dc^     etc,, 

(idas  C"iistiuiles  ail)itrarias  que  entram  na  expressão  do  ç. 
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Rr^ppostMitaiid),  pois,  por  mo  numero  dessas  constantes, 
istnó,  representando  por  ni  a  ordem  diíTerencial  da  equação 
(l)  em  rolaeuo  a  9,  os  valores  das  (piantidades 

o,     d^,     d^?  ......   d"*-*  o 

stTilo  arbitrários   e  poderíío  ser  considerados  como   dados 
quando 

Sendo  assim,  suppondo  que  9  torna-se  um  maximum  ou 
um  niinimum  para 

a  oiidieilo  para  qualquer  desses  estados  críticos  será  : 

ò^  =  o 

Considerando,  pois,  o  primeiro  membro  da  equação  (V)^ 
anteriormente  estabelecida  para  este  prol)lema,  correspon- 
dendo a  c^sta  liyi)othese,  teremos  : 

[P'  d:^l  =  o 

Sendo  o  segundo  membro  taml)em  igual  a  zero,  e  sup- 
ponda-o  do  mesmo  modo  relativo  á  mesma  hypothcse  de 
valores,  as  condií;Oes  de  maximum  ou  minimum  seriio: 

\(P'^  5?;^  +  etc,  +  r^'/^>>^  +  eíc.l  - 


-  [[P'   ò,r]    +  etc.  +  \P'   eyl,  +  ^'c.l  =  O 
L        X        f  y        1  J 


(W) 


P     iic  +  P    Ò!/+  P    òz  +  etc,  =  O  'w'  ) 

X  y  £ 


a  ultima  devendo  ter  logar  quaesquer  que  sejam 

íx,        $//,        Í5,        etc. 
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>v    ..a    ivíau^va  d)  problema  na j  houver  relação  ne* 
^...,.t  .  .ui\!  .i>  variáveis 

X,       y,       j,    efe, 
òx\        oy\        ô-,     etc. 


M  rcV»  iihloivnulentcs  entre  si  e  a  equação  (a[)  decompor-se-ha 
luissi^iíuiutt^s: 

P  =0,        P  =  o,        P  ^  o,     etc. 

X  y  z 

Si  enti*o 

J?,     //,     -,     etc, 

Ks\\Ai\\\m\  relações,  em  tal  caso  será  preciso  eliminar  da 
o»|un(;'lo  fu')  o  maior  numero  possível  de  variações  e  igualar 
jiriMiniílamonte  a  zero  os  coefflcientes  das  variações  res- 
taiitiH. 

Assim,  por  exemplo,  si  entre 

u\    //,     z,    etc, 
llvcnnos  a  equação  : 

M  do:  +  M^dy  +  iV,  dz  +  etc.  =»  O 

l/ifii/ind')  n  varia(;âo,  teremos  : 

Mlc  +  3/,  $í/  +  M^  íz  +  ele.  «  O 
c>t'  =■- ^—  ày ^ —  5-  —  etc. 

i:iil>;<tituind')  este  valor  na  equaçSio  (u'J,  resulta: 

/MI'  -  3/,/'  \  ly  +  niP  -  MJ>  \  Iz  +  etc.  =»  0^ 
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Igualando  a  zero  os  coeffieiontcs  destas  variações, 
resulta  : 

MP  —  M,P  ^  O,     MP,  —  M,P  =  O,    etc. 
y  X  X 

Em  qualquer  destes  casos  a  integraçOo  das  equações  que 
resultam  da  equaçdo  Cu')  nos  dará  a  relaçilo  que  deve  ligar 
entre  si 

para  que  9  seja  um  maximum  ou  um  mlnimum. 

Estas  integrações  darõo  logar  a  um  certo  numero  do 
constantes  arbitrarias  para  cuja  determinação  recorre-se  á 
e<iuaç5o  (u)  relativa  aos  limites. 

Supponliamos  que  para  os  valores  iniciaes  da  integral 

o  valor  de  ?  soja  representado  por  r,  e  sejam: 

P',         P\        P"\     etc. 

V  V  V 

P',         P'\         P"\     etc. 

a  a  a 

P',        P'\        P"\     etc. 

b  b  b 

.    etc,        etc. 

respectivamente   as  expressões  para  esses  valores  iniciaes 
dos  coefflcientcs  relativos  a 

?,     íT,     y,     s,     etc. 

Representemos  por 

•^1»     2/1»     ^n     etc. 

OS  valores  de 

a?,     y,     s,     etc. 
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i\)rrosi)jndentes  ao  limite  supcrl  .)r  da  integrativo  e  p-jr: 


P  \  P   ',  P   '  .     etc. 

^i                    X.  Xj 

P  ',  P  ".  P      .     etc. 
yi 


yi 


ri 


P  \       P  ", 
'i  'i 


P   ",     «c. 
«l 


as  oxprvssOos,  eorrosp  Mídontt^  a  esses  valores,  dL>s  codB 
cientes  relaliwis  a 

.;■.     y.     5.     etc. 

Mediante  t^tas  supp^sir.jes  a  equação  uj  pôde  escrevera 
do  seguinte  nuxlo  : 


P  i>  - 

V 

^   P     í  Jc  -^   «<-•.    - 

T 
^    P      ^    ^ 


^  r^  í^k  ^ 


^     r-      ''.    


^^  *• -  .      ^^     . • . • 


-^P      í'iLri-f  «*c.    f 
—  P   •    -i/     -l- 

—       P       '    í-  J» 

—  et-,  -f.  etc. 


I  *       •  ^» 


X     .        >. 


;•••..  .-r:::-.-  *-^-ivep   cti^uma    rela^^ 


-s.-  :•■    .■:-.::i;ã  »  ,s  .  utiliscindv 
.  •xr-''    v  (ívsLv^:    de  variaoí5os 

-'5ír«-^  -s  coerlíoieiítes  d 
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ariaç-^es  restantes,  o  qu^  dará  as  condições  necessárias  ú 
oluyao  completa  da  questão. 
Os  valores 

D,     ío,     etc,     de    o 
«vúndij  ser  suppostos  dados,  é  necessário   considerarmos 
ous  casos : 

1."  Elles  podem  ser  dados  immediatamente,   indepen- 
cntemente  de 


?sta  liypothese  teremos  : 

So  =  o,     3  dtj  =  O,     !  d'»  =  O.     eic. 
2.°  Esses  valores  p'xlem  ser  formações  dadas  de 


de  suas  differenciaes ;  neste  caso  teremos: 

Òo  ^  Lj  òa  +  -t,  Sb  +  L,  Sc  +  ete. 
;  dv  =  i,'  ía  +  £,'  Sb  +  2,,'  Sc  +  ele. 

lores  que  devem  ser  sulistitnidos  na  equação  (s). 

Si   o  formação  ?  cujo  maximum  ou  minímum  se  pro- 
ra  contiver  as  quantidades 

a,  b,  c,  ele,,    fc,,  ^,,  :,,  etc, 

iuas  difTerenciaes ;  em  tal  caso  estas  quantidades  entrando- 
i  equação  dlffereiícial  dada  -i,  a  variação  S  ?  conterá  os  se- 
liutes  termos  em  sua  expressão  : 

p,  Sa  +  p,  ida  +  p,t  d'a  +  ele.  + 

■^  q,  Sb  +  ç,  S  db  i-  q^  S  b^  +  ete.  + 

+  etc,    eic, , 

p'  Òx,  +  p"  Sdx,  +  ele.  -}- 

q'  Sy^  +  s"  S  <''■  +  ele. 

etc.        ete. 
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correspjiidontcs  ao  limUc  superior  da  iiitcgraçdo  e  por: 


p  \ 

P\ 

p  "\ 

eic^ 

Xl 

Xl 

Xl 

p\ 

P'\ 

p  "\ 

etc. 

y\ 

Vi 

yi 

P  \        P  '\        P  '",    etc. 

Zi  Z|  3i 

etc.  y  etc. 

as  expressões,  correspondentes  a  esses  valores,  dos  coeffi 
cientes  relativos  a 

íc,     y,     5,     etc. 

Mediante  estas  suppr)siçoes  a  equação  (u)  pôde  escrever-fi 
do  seguinte  modo  : 

P'    00    +  '. 

V  . 

+  P"  $  dv  +  etc.  +       \      \  P  '  ^1  + 

+  P' aa  4-  li      +P  "ôí/o-.+  cíc.  + 

I  1  V 

a  I       I  * 

+  P"  5  rfa  +  eíc.   +      I       I  +  P  '  ^//i  + 


(s)  +  P'  5&  +  _      +  p  n  3  a,^  +  6fc.  +   )  = 

Cl  1  Vi 

+  P''  $  í/ft  +  eíc.   -f     l  I  4-  p  'â-    4. 

I  I  «I 

+  ^'"^^-r  -f- P  "  e  rf-,  +  6'<c, -f 

^  I 

I 

-{-etc,  +  e/c. 


Si  pela  natureza  do  problema  Iiouvcr  alguma    relooi 
dada  entre  as  quantidados 

t?,  a,  fr,  c,  etCy     .>'i,  //i,   ^j,  ôíc. 

e  suas  diíTerenciaas,  olimina-se  da  etiuarilo  (s),  utiliscuid-H 
essas 'relaçGos,  o  maior   numero   passível   de  variações 
igUiiUi-se,  dcp  )iS;  separadamente  n  zero  os  coeflBeientes  di 
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variações  restantes,  o  quç  dará  as  condições  necessárias  á 
S'.>iiição  completa  da  questão. 
Os  valores 

r,     5i?,     eíc,    de    o 

devendo  ser  suppostos  dados,  é  necessário  considerarmos 
dous  casos  : 

1.*^  Elles  podem  ser  dados  immediatamentcr,   indepen- 
dentemente de 

a,     bj     c,     etc, ; 

nesta  hypothese  teremos  : 

$v  =  o,     5  dv  =  0,     í  d*i3  =  O,     etc. 

2.^  Esses  valores  podem  ser  formações  dadas  de 

a,     &,     c,     eíc, 

O  de  suas  differenciaes ;  neste  caso  teremos: 

Gt?  =^  L^^a  +  Z,  56  +  Zj  5c  +  eíc. 

Ò  rft?  =  L,'  5a  +  Z/  Ib  +  Z3'  Sc  +  etc. 

etc,  etc, 

vai  jres  que  devem  ser  substituídos  na  equação  (s). 

Si  n  forniííçao  ?  cujo  maximum  ou  minimum  se  pro- 
cura contiver  as  quantidades 

*;  suas  differenciaes  ;  em  tal  caso  estas  quantidades  entrando 
na  equação  differencial  dada  •},  a  variação  ò  9  conterá  os  se- 
guintes termos  em  sua  expressão  : 

p,  5a  +  p,  5  (to  +  p,  5  d*a  +  etc,  + 
+  ?i  ^à  +  q^  $  db  +  2^3  5  ô*  +  etc,  + 

+  etc,    etc, , 
!>'  5jc,  +  p"  5  rfx.  +  crc.  + 
9'  í^i  +  í"  ò  dv,  +  e(c. 
^c.        etc. 
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Multiplicando  estes  termos  pela  constante  arbitraria  K 
e  integrando,  os  termos  que  resultam  devem  ser  addicionados 
ao  primeiro  membro  da  equação  (3)  do  problema  gerai 
anteriormente  resolvido,  correspondente  ao  caso  que  estamos 
considerando,  e,  portanto,  com  signal  contrario  devem  s«?p 
sommadosa  equação  (sj,  a  qual  será  então  da  forma  : 


P'  In  +  P"  Qdíi+  etc.  + 

▼  V 


)=o 


+  etc.  etc. 

etc,  etc. 

Sendo  as  integraes  tomadas  desde  os  valoree 

j»  =  íi,        y  =  ô,     etc. , 

[mm  os  quaes  devem  ser  nullas,  ate 

r  =  j*! .         u  «a  //, ,     etc . 

Considoromos,  linalmente,  o  coso  em  que  a  formação 
oujo  maximum  ou  minimum  so  procura  é  a  seguinte  : 

siMulo  a  o  a   os>  limitos  ivu*a  .r  e  b  eb'  lis  limites  para  y. 
\  i\>ndiçrio  iKira  iiualquor  di^s  estados  crilicos,  será  : 

l    ff  V  dxdy^O. 
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Conforme  a  formula  (H),  anteriormente  obtida,  temos 
para  variaçõo  dessa  integral  dupla : 


(1) 


«h— ^+-•-^+H■*- 
+      í  Ipèx  +  «    j^. ^ «c.  j  + 

+    -^r-  (^3  —  etc.\    +«íc.J    dy  + 
+  ff  '"''"''  b-  -^  ^ '"'•  ~  -^    + 


■*"  //,.    ./»  rl.^.i^T'       +    ^'^'J 


Representemos  por  C/a  parte  nSo  aíTecta  da  integração. 
Esla  expressão  resultando  de  uma  dupla  integração  em  re- 
lação ao?  e  a  í/,  si  designarmos  por  Ui  e  U^  os  seus  valores  na 
integração  relativa  a^quandj  substitue-se  a' por  ae  a' ou 
seus  valores  efii  y,  a  integral  definida  será: 

Representando  por  U^'  c  U^"  a  expressão  de  Ui  quando 
ahi  sutstitue-se  y  por  b  q  6',  e  por  11^   e  Uí'  os  resultados 
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dessa  substltuiçiio  em  Ui,  as  integraes  dt^niiidas  desses  dons 
termos  serão  respectivamente: 


(IT\  -  u\). 


(U\  -  U'0 


d'oiide  resulta  para  valor  de  U  entre  os  limites  consideradas 
de  X  e  ij  : 


r     ^ 


4 


U'. 


i 


a\  b 


=  Í7,"  —  í^/  —  Í7/'   +  U^' 


a,  b 


Tomando  as  integraes  entre  os  mesmos  limites,  a  coi> 
dição  de  maximum  ou  minimum  será  expressa  i>or  : 

u^'  -  í/;  -  u,"  +  í7/  + 


a' 


+  J      ]jiy  +  «    (b.  -  -^  -  «c.j  + 


a 


4-   — , —  \B^  —  eic.  I    +  etc.      d.c  4- 
c^y      l  /  J, 


b' 


+     í     \fU  +  u     JA. - 


rf.4, 


dj: 


-     —eíc.       + 


+ 


du 


da: 


a' 
ji4,  — etc,  j     +  ^'^• 


c^l/  + 


b' 


+ 


ff  ' 


dx  dy 


dA,       .  dB, 


e/x 


rfy 


a 


c/i/* 


+ 


c/j;  dy 


dy  dx^ 


+  ele 


■] 


O 
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Substituindose  nesta  equação  u  por  seu  valor 

(ás  ^  p  $x  ^  q^  ly) 

c  suas  derivadas  já  obtidas,  cada  uma  das  partes  de  que  ella 
se  comr)õt3  ficíjrá  contendo  termos  atTectos  das  variações 

03,  5u-,  íy,  ápj,  íj,  etc.  , 

ns  qnaes  nos  termos  da  parte  isenta  do  signal  de  integração 
reforem-sea  cert  »s  c  determinadíjs  valores  de  x  e  {/  ;  na  pri- 
meira integrai  simples  somente  íuxs  valores  extremos  de  y, 
porém  a  todos  os  valores  de  x  ;  na  segunda  integral  simples 
a<")S  valores  extremos  de  xen  todos  os  valores  de  y,  final* 
mente  na  integral  dupla  correspondem  a  todos  os  valores 
de  ,v  e  y. 

As  condiçoas  de  maximum  serão,  pois  : 

U^"  —  U^'  +  U^'  —  U^"  =  o 

b' 


(n) 


/      ÍU"^-^/      Ha'"^'' 


a  b 

^  dÁ.         .        riM,  .        dB. 

dx  dy  dy  dx* 

A  terceira  destas  equações  representa  a  equação  As  deri- 
vadas parciacs,  que  integrada  nos  dá  u,  rolaçílo  procurada 
entre  a?,  y  e  s,  para  que  a  integral  considerada  seja  um  ma- 
ximum ou  umminimum. 

Vejamos  como  deve  ser  interpretada  a  primeira  destas 
equações  ou  a  equação  relativa  aos  limitei.  Supponhamos 
que  pelo  problema  proposto  trata-se  de  determinar  a  equaçSo 
de  uma  superfície  satisfazendo  a  certas    condições  e  go- 
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sando  de  uma  propriedade  de  maximum  ou  minimum  rela- 
tiva á  sua  superfície  ou  ao  seu  volume,  a  superfície  s^do 
limitada  por  imia  curva  representada  pelas  equações  : 


(h) 


*  =  9  (^)y      +  C«»  y)'^o. 


Seja  F'  c  F  d  flg.  (20),  a  projecção  do  contorno  da  supei^ 
flcie  no  plano  xy,  curva  cijga  equação  é  representada  pela 
segunda  equação  (h) . 


Fiff.  20 


Sendo  a  quantidade : 


oresultado  de  uma  dupla  integração  em  relação  aa?e  a  y, 
destinada  a  estender  as  diíTerenciaes  a  todo  os  pontos  da  su- 
perfície, a  integral  em  relação  a  y  deverá  ser  tomada  entre  os 
limites 


m  c 


e       b'  =  m'  d 


correspondentes  ao  mesmo  valor  Om'  de  x  tirado  da  segunda 
equação  (h),  e  a  integral  em  relação  ao  valor  x  ==  om'  deverá 
ser  tomada  desde 


até 


a  =  Om, 


a'  =  Om'  \ 


i 
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valores  correspondentes  aos  pontos  da  projecção,  o  mais 
próximo  e  o  mais  afastado  do  eixo  dos  y.  Si  a  curva  de  pro- 
jeo^iio  for  uma  curva  fechada,  continua  tal  como  a  ellipse 


é  claro  que  para 


tt:iremos 


F'  cFdF' 


a  =^  om 


b'  =  mF' 


e  neste  caso  coincidindo  as  derivadas, 

^Pi  ^Çi  3 te, 


+  U,'  —  Í7,"  =  O 


x"  ==  Om'\ 


Urremos 

e  para 
teremos 

y  =  y"  =  m"  F, 
donde 

17,"  =  í/;  =  o 

Resulta,  pois,  que  a  expressão  que  representa  a  equação 
relativa  aos  limites  é  nuUa  por  si  mesma  não  havendo  assim 
nenhuma  equação  de  condição . 


^13  00 


Fig.  ki 


SI  a  projecção  do  contorno  não  for  uma  curva  fechada 
continua,  porém,  como  mostra  a  f\g.  (21),  um  contorno  con- 
stituído por  duas  curvas: 

y  =  F(x),y  =  f(x) 


I 
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limiííiiias  por  parallelns  m  c  e  m^  c"  ao  eixo  dos  y,  o  resultado 
djo  será  o  mesmo,  pjis,  neste  caso  substituindo-se  x  por 

a  =  on,  b  e  b' 

i.LO  t»?rã.->  o  mesmo  valor,  sendo 

6  =  KC  e  b'  =  híii, 

suh?t;tuindo-se  irix>r 

a'  =  on,, 

tiTt  mos  taml>om  valoiv^  difforentes  para  y,  sendo 

Ò  =  H,  C  '      tf      6'  =  fij  Wlj 

ror  oonsojruinie  a  c  xpressão  « x;  nfíO  será  nulla  iK>r  si 
ni^ma,  de  s.>ríe  qiíe  iiruaiada  a  zero  constituirá  uma  verda- 
deira cqur. cào  de  c^ondicâo. 

A  st^iruada  equação  yi^  o  as  t^iuaçÕL^s  das  curv^as  da  pri>- 
j  vção  do  ovnitorno  n-.^s  df-o  : 

^i     =;  ;     ,:     ;^:  ^  -^     *=  /■     ';;     :c:  ,  cy  =  f  fa)  ca 


Tendo  cm  cvMíía  estes  val.-rvs  e  siil*stituindoem  r  acon- 
t  \;c ;íV>  ;í  iv>í'  seu  vaí^r,  Ivm  v\>:n>  as  derivadas 


A  e  iu;\\;Av^  r<^!ati\a  a.xs  linr.tvS  c  ^v.terti  lerai,"«  multiplicadi)S 
|H>r  ,^i»  vmltw^  p.»r  .\;  ,  e  outras  i\>r 

c  X  v^iuovv-i  \a!v^\s  »;  v^  s:  v:e.:'scl>  e.*::s*antes e as  variações 


t 


»        «  «  »   ,  »  t •* 
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igualados  a  zero  nos  darão  um  certo  numero  de  equações 
relativas  aos  limites  em  relaçõo  somente  aos  pontos 


Si  os  pontos 

c,     m,     c",     m^ 

coincidem  sem  haver,  porém,  continuidade  de  c  a  c",  nos 
d>usranv)S  da  curva,  as  ordenadas  extremas  6  e  6' serão 
i^Ucios,  porém,  as  derivadas  parciaes  tomadas  nas  duas 
curvas  não  coincidirão,  de  modo  que,  em  geral,  ainda,  nesta 
iiyp  )t}iese,  haverá  equações  relativas  aos  limites. 

A  segunda  equação  fn)  é  a  equação  relativa  ao  contorna 
e  os  integraes  que  a  constituem  teem  por  íim  estender  a  todo 
o  <;ontonio  as  differenciaes  que  as  constituem.  Essas  duas 
eqnaax^s  podem  ser  reunidas  em  uma  só  instituindo-se  o 
arcoíio  cjntorno 

ò  (jc,     y)  =  O, 

como  variável  independente.  Seja  ds  o  elemento  desta  curva 
e  sui)ponliamos  os  arcos  crescentes  no  sentido 

F'    r'     F    r 

A  Cíiuação  do  contorno  nos  dã : 


du  =  — 71 dx,         as  =  dx : 1 ^     ^^     * 

^y  dy 


D'onde  : 


"■^      ds 


dl/ 

dx   = _.' -•■   ■ rr,    (2l/   CS   — 


dx 


j/  (-i-f  -  [-^f 
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sulístUuindo  estes  valores  na  equação  relativa  ao  con- 
U»rui>,  o  supprimindo  os  limites  das  integraes  que  agora 
ilu^oiu  rt'íbriiM3eá  nova  variável  independente  s,  resulta  : 


d^ 


dtf 


\/  {-^í  +  (^r 


ds  — 


d^ 


dx 


=F     ds  ^  O. 


f/  i-^í  H-    (^ 


A  primeira  destas  integraes  representa  a  somma  das 
íHrti^ronclaes  tomadas  desde  o  menor  valor  de  x  até  ao  maior 
(Ml  dí^Hde  F  até  F  para  o  ramo  superior  F  r'  F  fig.  (20),  ao 
qunl  Hfio  relativos  os  valores  a'  eb'  dexeg^e  desde  Faté  F' 
IKira  íj  ramo  inferior  ao  qual  sâo  relativos  os  valores  a  e  6  de 
r  n  ^,  de]sorte  que  a  variável  cresce  no  sentido 

r    r*    F    r, 

itílu  (t,  no  mesmo  sentido  em  que  ds  é  considerado  po- 
hilívo. 

A  Híigunda  integral  representa  a  somma  das  differenciaes 
iMUiiid/is  desde  o  menor  valor  de  r/,  6  ató  a  maior  ô',  istoé, 
iliífciilo  o  ponto  r  até  o  ponto  r\  para  o  ramo  r'  F  r^io  qual  são 
rííl/iti  vos  os  valores  a'  eb'  dexe  //,  e  desde  o  ponto  r'  até  o 
ponto  /'  no  ramo  r*  F  r  ao  qual  s5o  relativos  os  valores  a  eb 
iIí;./;  í3  f/,  de  sorte  que  nesta  segunda  integral  a  variável  s 
r.m^tut  no  sentido  r  F  r'  ou  em  sentido  contrario  ao  da 
\iviini'\v\i  integral.  Por  conseguinte  para  que  os  limites  das 
jiiiih  inte^Taes  possam  ser  indicados  da  mesma  maneira  é 
Míijcss/jrio  trocar  o  signal  de  ds  na  segunda  integral,  e  deste 


I 
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modo   a  equaçõo  relativa  no  contorno  pôde  representar-se 
sob  a  forma: 


b' 


d'^    +  r^^i    ^^ 


[.] 


dy  L     J  ^ 


ds 


V  (-M'  +  (^) 


sendo  l  o  comprimento  total  da  curva 

contado  a  partir  de  um  punto  tomado  arbitrariamente. 

Substituindo  u  e  suas  derivadas  por  seus  valores  já  deter- 
minados e  attendendo  que,  achando-se  os  pontos  correspon- 
dentes aos  valores 

fó?  =3  a,    t/  =  ô),        (jp  =  a',     y  =  &'; 

situados  sobre  acurva  limite,  devemos  ter: 

d^ 

lim^fSjf  (x)  Ix,         $y= -V ia: 

.  rf'^ 

dy 

é  claro  que  a  difTerencial  aCfecta  da  integraçõo  só  se  comporá 
de  termos  multiplicados  por 

e  sendo  as  variações 

iPif    ^p»^    «<c. 
arbitrarias,  os  seus  coefHcientes  deverfio  ser  igualados  a  zero, 
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e  assim  constituirão  equações  de  condição  as  quaes  subsisli- 
rõoi^ara  todos  os  pontos  do  contorno  edarao  os  valoresde 

Pi  t    Çi    etc . , 

que  devem  concordar  com  os  correspondentes  fornecidos | 
I)ela  equação  as  derivadas  parciaes  representadas  pela  ter- 
ceira das  equaçOo  ín),  resultando  deste  modo  identidades] 
pelas  quacs  se  poderá  determinar  as  formações  arl)itrariasj 
que  a  integral  deve  conter. 

Antes  de  terminar  devemos  apreciar  o  importante  caso] 
de  máxima  e  mínima  ordinariamente  denominados  iinúr\ 
ximum  ou  minimam  relatico. 

A  quostOo  consiste,  como  dissemos,  em  determinar-se] 
qual  a  formaçã  > 

que  torna  marimam  ou  minimum  a  integral; 


a?. 


/ 


F  dx 


X, 


com  a  condição  de  que  entre  os  mesmos  limites  seja  con- 
stante uma  outra  integral  dependente  de  [/,  isto  é,  com  a 
condição  de  que: 


X, 


f 


jPj  dx  =  const, 


X, 


Tal  é  o  caso    dos   problemas   dos   isoperimetroSy  queJ 
foram  a  origem  do  calculo  das  variações,  nos  quaes  pro-j 
cura-se  determinar  dentre  as  curvas  do  mesmo  periraetn)^ 
qual  a  que  gosa  da  propriedade  de  tornar  maximunx  ou  mi* 
nímam  a  uma  integral  dada. 
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Vcjamí:)S  como  referir  este  caso  ao  caso  anterior  já  es- 
tudado. 
Seja: 


jo. 


{h 


í       F,  d.c 


X, 


a  integral  qiuí  dev(.'  sor  oiislaiite  entre  os  limites  Xi,  x^  e 


(2) 


/ 


F  dx 


j\ 


a  integral  cujo  ma/ímum  ou  rníniniiún  se  procura 
Represa* n ta ndo  a  primeira  por  ;r,  temos: 


z 

/     ^I  f^^  ^  -t  —  ^l 

Sí^ndo  ^.j  o  valor  de  ^  ou  da  integral  para 
O  seu  valor  para 

Cf   =   JtTi. 

Resulta,  pois,  conforme  a  liypotlie5e  : 


A  i;?ualdade  : 


-^j  —  j|  =  const^ 


I F,  dx  =   z 


nos  dó,  diííerenciando-a: 


(3) 


i^. - 


dz 


dx 


=-0, 


erjuarao  qne  pôde  ser  considerada  como  uma  equação  de 
condição  libando  entre  si  x  q  t/. 
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Representando  por  v  um  multiplicador  constante,  re- 
sulUi : 

X. 

(4) 

a?. 


A  condição  de  maximum  ou  minimum  da  integral  con- 
siderada, sendo: 


/ 


F  dx  =  o 


si  sommarmos  esta  equação  com  a  equação  (4)  resulta  entre 
os  limites  Xi  e  x^ : 


X^  X, 


i     dx  (IF  +  >*IFJ  ^     r      v$-^da;  =  (?. 


X,  X, 


Esta  expressão  da  condiçiío  de  maximum  ou  minimum 
tem  dous  termos:  um,  o  segundo,  como  vamos  ver,  é  nuUo 
nitidiante  a  hypothese  da  constância  de  ^  e  da  integral: 


^t 


J       F^dx 

X, 


de  sorte  que  a  condirão  para  ([ualquer  dos  dous  estados  cri- 
VicúH  íica  referida  á  annullação  do  primeiro  termo,  segundo  a 
mesma  marcha  anterior. 
Realmente,  temos  que: 


Xm  w^ 


»//A  «A 


Integrando  por  partes,  temos  : 


/   vací^=jv$3j     -  /    -^^  d»  íí. 


X.  ^  X, 
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Sendo  <^  constante,  resulta  : 

rfv 

e  sendo : 


•  =0 


vá  í         *     r=  VÔ     I     -«   —   -I      , 


tendo  cm  vista  a  relaçfío  -3"^  —  Jí  =  coiist.  resulta : 

X. 


[ví.]=. 


^1 


A  condi(;ílo  de  maximum  ou  minimum  será,  pois  : 


í     JF  +  vF,  |da;=o 


^^■i 


Por  consegui iile  para  referir  uma  questflo  áe  maximum 
ou  minimum  relativo  a  uma  questão  de  maximum  ou  mi- 
nimum íib^oluto,  multiplica-sc  a  integral  sujeita  a  condição 
de  constância  ou  a  integral  sccunflaria  por  uma  constante 
arlMtrnria,  cf^le  niuUiplo  somma-seá  integral  principal  ou 
aquella  cujo  maximum  ou  minimum  se  procura  e  trata-sea 
Síjmnia  in(lci)en(lentemente  de  qualcpier  condição,  segundo  a 
nrií^snia  marclifi  euqiregada  na  determinação  do  maximum 
ou  minimum  aliSoluto. 

^Vi>piicuçôeH.  —  Como  as  iutegraes  que  vamos  con- 
siderar são  da  forma  : 

t«  ornemos  ns  cqunrucs  relativas  a  este  caso  geral : 

+  '~^^[c,-etc.]+e.c.^o 

„      fia,  ,   d*c,     a*a  , 
(c)  ^'-55*+  l^^-H^» +""'■-"' 
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A  primeira,  com")  vimos,  6  a  equação  relativa  aos  li- 
mites e  a  segunda  a  equação  differencial  da  linha,  sendo  : 

(d)  d  F=^  Cdx  +  C,  dy  +  C,  dp  +  C,  dq  +  etc. 


dt/  rf*f/  d*y 


l.«  Determinar  «lual  a  linha  minimum  entre  dous  pontos 
situadíjR  em  um  plano. 

Representando  por  ds  o  elemento  da  linha  procurada 
lí5rem(jR : 


ds  =  dx     %/  1  -|-  p" 


S(\jnm  x'  fj  x"  y"  as  coordenadas  dos  pontos  extremos,. 
M  o)ndiçõo  de  rnininiani  será  : 


^." 


./ 1/ 


1  +  2>'  dx 


X 


A  funcçilo  /'  parn  este  caso  ontem,  pois,  somente 


dx 


Ml  /^  donde  resulta: 


C  =  0^     C^  =  o,    Cj  =  o,     C^  =«  o    e<c, 


/"'=rTT7«4^  =  f'. 


fp       ^  » 


(/^,        "     /"í+y 
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A  equação   differencial  (e)  reduz-se    assim  para  este 
caso  a  : 

JL  d— ^ =.0 

dx        K    i+p* 


OU  : 


1^^+ 


=  c 


donde  : 


P 


ou  : 


sendo  C  e  C  constantes . 

Substituindo  p  por  seu  valor 

dy 
dx 

resulta  : 

dy  =  C  dx 

Integrando  temos: 

y  =  C'  X  +  C" 

eíjuaçao   de   uma   linha   recta.    Assim,    pois,    o  caminho 
minimum  procurado  é  uma  linha  recta. 

Sendo  os  limites  da  linha  determinados,  a  equação  re- 
lativa ajs  limites  é  nulla  por  si  mesma,  pois  sendo  constantes 
as  c  X)rdenadas    dos   pontos    extremos   as  suas  variações 

^'.  ^'\  ^y\  ^y\ 

que  multiplicam  os  termos  da  equação  relativas  aos  Umites 
são  nullas. 

Em  taes  condições  as  constantes  C  e  C"  sfio  determi- 
nadas pela  condição  a  que  está  sujeita   a  linha  de  passar 
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pelos  dous  ix)iitos  considerados,  (;ujas  coordenadas  áe\ 
satisfazt^r  a  equação  da  recta,  fornecendo  assim  iis  cquaç 
seguintes,  que  permittem  obter  C  e  C": 


(e) 


!/'  =-.  C'x'  +  C'\  y"  =  C  x"  +  C" 


Si  HS  coordenadas  dos  pontas  limites  são  variáveis,  i 
i\  si    ast-^s  pontos   estão  subjrdinados  á   condição  de 
acharem  cada  um  sobre  uma  outra  linha,  o  cíiminho    mi 
jnwn  procurado  será  entãj  entre  duas  linh<i.>  que  podem 
traçadas  em  um  plano. 

St^jam : 

y  =^0  (x)  e  y  =^'h  (r) 

as  CíiuaçOcs  dessas  linlias.  Toromos: 


donde  : 
(h) 


dy  =  9"  {x)  (U\  dy  =  «V  (x)  da 


ay'  =:  9'  (c)   >,X\  ôV  =  'Y   (X'  ')    ^X" 


A   equação  {b)  relativa  aos  limites,  \yjr3  o  n')SSo  ca 
redu/.-s<»  a  : 


Flv  +  fy^pl,)C,  =  í> 


OU 


^'  i'      ^  -r  P'    -r  ( ->-P^-^  i~r^^   ""  "" 


ik)ndo: 


;'^:/-r>-=o 


(^Misidonuid;»  a  integrai.-ã  >  enírv^  05  limites 


(^\  /»       .:■.:/•) 


0:>'.a  o  luaç^o  será: 


X       -  I  X        I      i 

.'  i  -y  T  -^'  j 
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Substituindo  òij"  c  Zy'  por  seus  valores  (h),  temos: 

donde 

Rstas  equac/M^s  reunidas  ás  equaç'")es  das  linhas  limites 
e  as  equações  (e)  darão  seis  eíjuações  (jue  nos  permittiruo 
deterndnar 

As  duas  ultimas  equações  nos  dao,  substituindo-se 
p  pelo  seu  valor  : 


dy"  dy' 


dx"  dx' 

Sí^ridu  os  i)rimi'iros  nieml)ros  destas  relações  respecti- 
vanionto  os  cocfficuMites  angulares  das  tangentes  as  curvas 
linriites  c>m  o  eix)  dos  ,í',  e os  denominadores  dos  segundos 
meml>r  >s  o  cocniciento  angular  da  recta  mínimum  com 
o  mesmo  eixo,  conclue-se  que  a  recta  minimum  é  normal 
ás  crjrvas  (pie  constiUieni  os  limites. 

Sui)ponhanios  os  limites  rectas  perpendiculares  ao  eixo 
dos  ./:.    Neste  aiso 

Ix'  =  o    e    Ix"  =  o 

e  a  eqm-L'^*^  ^^^^  limites  será: 

■ 

Pt  Zy"  —  Vi  W  =  o 
ou: 

dy"  ^  „  dy'   .  , 
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Porém  sendo: 
a  equaçfio  da  recta,  lemos: 

da?"  ""    dx*   ~' 

donde : 

C'ríy"-ay;=  o 

li  como  By"^  e  5//'  são  arbitrários,  resulta: 

C  =  o 

A  equação  da  recta  será,  pois  : 

IhU)  (*y  a  recta  niimmum  entre  as  duas  perpendiculares  ao 
íjIxo  (lofl  o?  é  uma  parallela  a  este  eixo. 

2.^  Determinar  no  espaço  qual  a  linha  minimurn  entre 
(loim  pontos. 

A  expressão  differencial  da  distancia  entre  esses  pontos 


rfx  |/"  i  +  p*  4.  ^« 

z 

H/Mido: 

dy  rfj; 


e     p  = 


do;  z  da?     * 

Ah  r'>í)ii(liçOos  do  minimum  será   neste  caso  : 


l  J  dx  j/'i+p,«4,pt 


i;-i.o  ^',  íi  foriníirno  /^  do  caso  geral,  neste  caso,  só  contém 


dí/  dz 

e 


dx  dx 
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As  equações  diflcrciiciaes  da  linha  procurada  serão, 
como  vimos,  as  duas  seguintes:  uma  relativa  a  y  e  a  outra 
análoga  relativa  a  r : 

(V  { 

^  dx  dsr 

Sendo  : 

dF«  C  dx+C,dy  +  C^dp  +  .,..  +  C\  dz  +  Ç\  dp^  +  etc. 

A  equação  relativa  aos  limites  será  a  seguinte,  composta 
de  duas  partes :  imia  relativa  a  r/  e  outra  relativa  a  ^ :.' 

+  (  $y  —p^)     C, -r^  +etc.     +etc.  +  1^-  — p^  5a;  J 


+  [^'*~  1&  +  ^'^-J  ■•■  ^*''-  ="" 


Para  este  caso  temos  : 


-^=  \/   í  +  p-  +  pz^ ,  C  =  o,C^=  o,C^^o,etc.Ct=o,C^=^o,  etc. 


As  equações  (1)  se  reduzirão,  pois,  ás  seguintes  : 


dx  ^^i+p.  +  p,.  '      dx        y    i  +  p*+p^* 


Donde: 


P  =  C'  P'  _  />. 


214  MECÂNICA  GERAL 

Procedendo  agora  como  no  caso  anterior,  teremos  : 

dy  =  C  dx,    dt  =  C,   dx 

donde,  integrando: 
r"0  y  =  Cr  +  r„   zr=  c,x  +  c\ 

Por  conseguinte  a  linha  minimum  entre  dons  pontciS 
no  esi>aço  éuma  linha  recta. 

Para  determinarmos  as  coordenadas  dos  extremos  uti- 
lisemos  a  equação  (2)  relativa  aos  limites,  que  para  o  caso 
reduz-se  A  seguinte: 


ou : 


ao;  ^.-i  +  j,«  +  p,«  +   /-y^|-^-7^t  r-:^ -;>->;  + 


l^  i  -f  /»*  +  Pi 


donde: 


( )i  \  t.r  +  f^y  -|-  Pt  s-  =  o 

Sup|HMulv>  a  integração  entre  os  limites 


n^snlln: 


sendi> 


^»• '   t  í 


'   '  "     '''^'    '']""[  '"^     "^  ^    '""^  ^  ^'   ''    ] 


u";   Nídon^s  iVNjK  r(i\vv<i  lío  ;*    o  p,  ivsra  v.is  \-alores 
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Si  os  (lous  pontos<'xtrom()ssõo  dotorminados  esta  oquíirno 
StTá  nulla  píjr  si  mesma,  pais  entOo  as  variaçCios  Sr",  òy" 
víc.y  serão  nullas,  si  não  são  jxxlem  se  achar  situadas 
sobro  linhas  ou  so])r(*  uma  superíicie. 

Cjnsidcremos  o  primeiro  aiso  relativo  ãs  linlias. 

Sejam 

í/  =  9  (ot)  s  =  .^  (x) 

y^o^{x)    e    z  =  ^^{x) 

liS  equaçíjes  das  linlias  sobre  as  qnaes  estão  subordinadas  a 
IKTilianecer  os  (I.)iis  extremos  da  linha  mínimuni  procurada. 
Essas  equações  nos  dão  : 

<'/  =  ?'  (r),    dz^y  (X) 
donde,  resulta: 

ly"  ==  -V,'  ra?";  lx'\     Iz''  =  •];/  fo;";  oV 

Substituindo  estes  valores  na  equação  (3)  resulta  : 

ii(jii<le  : 

í  +  p'  i  (x')  +  p,'  .y  r^')«o 
As  oquaçrx^  ^m),  porém,  nos  dão  : 

rfi"^  =/>   =^'    "c/y  =^  =^ 
donde  resulta: 

i  +  c  ?'  (>';  +  c.  .y  r--')  =  o 
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Kstas  equações  reunidas  ás  equações: 

e  ás  equações 

//  =  ?  M,  y"  «  ?,  (^n.  ^'  «  *  (^).  -"  =  +.  (^') 

darSo  dez  equações  com  as  quaes  poder-se-ha  determinar  as 
constantes  C,  Ca,  Ci,  C^,  e  as  seis  cordenadas  ar',  y',  ar", 
y",  dos  pontos  extremos. 

Substituindo-se  na  equação: 

$x  +  p^y  +  pz^z  =  o 

p  e  Pz  por  seus  valores  resulta,  considerando  os  limites. 

d  x"  Ix"  +d  y"  5  y"  +  d  z"  5  c"  =  o,  d  «'  i  co*  +  d  y'  B  y'  + 

+  d  z'  ^z'  =  0 

Estas  equações  nos  mostram  que  a  direcçSo  que  forma 
com  os  eixos  coordenados  ângulos  cujos  cosenos  sejam  respe- 
ctivamente proporcionaes  a  dx"y  dij"  e  ds"  a  dx',  dy'  e  dir', 
é  perpendicular,  nos  pontos  correspondentes  a  essas  coorde- 
nadas, á  direcção  que  forma  com  os  mesmos  eixos  ângulos 
respectivamente  proporcionaes  a  5  x",  5  ?/"  e  S  z"  e  a  5  x\ 
ty'  e  5  j',  isto  6,  nos  mostra  que  a  linha  mínimum  em 
qualquer  dos  pontos  limites  é  perpendicular  a  todas  as  di- 
recções segundo  as  quaes  possam  se  deslocar  esses  limites  e, 
portanto,  normal  a  curva  ou  superfície  sobre  os  quaes  devem 
manter-se  os  pontos  extremos. 

Supponhamos,  finalmente,  os  pontos  extremos  respecti- 
vamente situados  sobre  as  superfícies 

?  (íP,  2/i  -)  =  o  4^  (07,  y,  í)  —  o 
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A  primeira  nos  dá  parn  o  ponto  a  olla  relativo: 


ílonde:  (k) 


9',  d  x'  +  9',  d  u  +  9',  d  z'  =  o 


A  equaçõo  n  relativa  aos  limites  nos  dá: 

Substituindo  este  valor  na  equação  (k),  resulta: 
ò  y'  (?',  -  ?',  P')  +  í  ^'  ( ?'^  -  ?'.  P')  -o 

y'  x'  «'  x'  %' 

O,   por  serem  5  y'  o  í;r'  arbitrarias: 

?\  —  ?'»  p'  =  o,    ?\  —  9.  p'«,  =•  o 

f  X'  2'  X' 

Por  uma  marcha  análoga  determinaríamos  para  o  outro 
limite : 

4,'     —  d,'    p"  =  o  ,  «V    —  p"  y    =0 

y"         x"  z"  z      z" 

EsUiS  quatro  equações  reunidas  (\s  duas  das  superficies 
e  ás  quatro  provenientes  da  suhstituiçiío  dos  valores  limites 
nas  duas  equações  (m)  da  recta,  dariam  10  equações  que  per- 
mittíríflni  determinar  as  quatro  constantes 

e  as  coordenadas 

3. «  Determinar  O  caminho  minimum  entre  dous  pontos 
situados  sobre  uma  superficie. 

Representando  por  ds  um  elemento  da  linha  procurada, 

temos : 

(fí  =»  1^  y  4-  ^*  +  p«  .  X  dos 
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Soja: 

(2)  ?  (  a?,  y,  -  )  =  o 

a  equação  da  superfície. 

A  condiçXio  de  míniniwn  será: 


/   d.c  ]/^ 


1  ^  p'  ■\-  P^  =^0 

z 


A  quesLâo,  pois,  é  um  cix^-.o  siniiíles  da  (lucstu.)   gond  en 
que  se  príjcura  o  nuixímuni  ou  o  ininímuni  da  inleí-iríd  : 


J  P  {^y  t/,  J, 


dí/  f^í/  dz  d^z  d^z 


dx  dx^  dsC  dx*  dj- 


acliaudo-se  as  coordenadas  li^^^idas  pela  equaçuo  ('2), 

Para  o  caso  que  consideramos  a  formação  rediiz-se  ó  S€ 
guinle : 

As  equaçCkíS  que  exprimem  a  condição  de //2í>2i/>?/f/n  par 
este  caso  sâo,  como  vimos  no  astudo  geral: 

f\  -   -^  +  elcA   +  eic.  + 
+  I  ÒJ  —  p    òx  j      C,  —  e<c.    +  etc.  —  o 


^  -eec.J  =  o 
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cis  quaes  no  proJjlcma  quo  a>nsicleramos  reduzem-se  aos  se- 
guintes : 


(3) 


(4) 


í/?  d(\      ,       (h 


dz 


dx 


V   - 


d(y. 


dy         ^      dx^ 


ox 


/^i  4-  i>*  +;>'•  +  (  íy  -  v^  ) 


1/      i  +  i>*  +  p* 


+ 


Pz 


z         K       ^  +  i^*  +  /í 


2 


por  ser: 


C  =  o,  Cj  =  o,  C/  =  o,  Cj  =.  o,  C,  =  o  e/c. 


í',  = 


r/F 


;^ 


í^P  /"    i  4-  ^1  +-^,1 


,  C',  = 


r^- 


|/-   y  4-   ^-.  4.  p. 


(õ) 


A  eqiiaçílo  (4)  relativa  aos  limites  nos  dá: 

QX  -\-  p  Q\J  •\-  p  ^z  ==  o 

z 


A  Cfiuaçao  (3)  ([ut^   ó  a  equação   diíTerencial  da  curva 
nos  dá : 


dz 
d^ 


dx        ^     i  ^  p*  ^  p* 


dx 


.  d 


V= 


V     /  +  ;>"  -h  />" 


=  o 


ou  : 


(í">) 


d':> 


^  (-.v ) 


(^ 


(Í9 


{-'i- ) 


c^/; 


Substituindo  nesta  equação  os  valores  de  ::ep  tirados 
da  equação  da  superficie  em  formação  de  x ez  e  integrando 
a  equação  resultante,  teríamos  a  equação  da  curva. 
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As  constantes  se  determinam  utilisando  a  equaçôo  (5)  re 
lativa  aos  limites,  de  modo  análogo  ao  do  problema  anterioi 
e  a  consequência  que  daquella  equação  resultou  é  ainda  aqi 
a  mesma,  isto  é,  suppondose  cada  um  dos  extremos  siyeit 
a  achar-se  sobre  uma  curva  dada  traçada  sobre  a  superflci< 
a  linha  minimum  é  normal  ás  duas  linhas  limites. 
A  equação  (6)  pôde  ser  escripla  sob  a  forma : 


(7) 


f--M^M-5--^(í-)- 


A  equação  da  superflcie  nos  dá: 


Tirando  o  valor  de  -^  e  substituindo  na  equaçôo  (7),  t 
remos  : 


(8) 


-£-'"M-^)+^^[-MT)+ 


+  dyd'     ^^ 


)] 


ds 

Por(^m  a  equação  : 

ds»  =  dx^  +  dl/  +  dz* 

nos  dá: 

dx       ,    I     dx     \   .      dy      ^    í      dy     \   ,     ds         ,  /       ds 

ou  : 

donde,  substituindo  na  eriuação  (8)  a  somma  que  multipl 
t2-  pelo  seu  valor  tirado  desta   ultima  equação,  resuli 


(9) 


dx       \    ds    I        dy       \    ds     J 
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Seguindo  uma  marcha  análoga,  porém  eliminando  entre 
(a)  e  (7)  o  valor  de  -^   ,  obteríamos  : 


dy 


(10) 


dx 


H^)-*M^) 


Qualquer  das  equações  (9)  e  (10)  pôde  substituir  a 
equação    (7). 

Vejamos  agora  uma  importante  propriedade  da  linha 
nUnimum. 

O  plano  osculador  a  uma  curva  tem  para  expressão : 

{  dy  d^z  ^  dz  d^y  )  {  x'  -^  X  )  '\-  (  ds  d*x  —  rfa;  d"*  )  + 

+  (  dx  d*y  ^  dy  d*x  )  ==  o 

sendo  x',  y'  e  ;;'  as  coordenadas  correntes. 
O  plano  tangente  â  super flcie 

?  (  ^\  y'y  s' )  =  o 
no  ponto  X,  y,  xr,  tem  para  expressSo: 


dx 


dy 


dz 


Appl içando  a  estes  dous  planos  a  fórmula: 


cos  (X  = 


AA'  +  BB'  +  CC 


|/  A"  +  5"  4-  C*^  X  |/     A'*  +  B'^  +  C 


que  nos  dá  O  coseno  do  angulo  de  dous  planos,    temos  re- 
presentando por  Xo  denominador: 


( dy  d^x  —  dz  dhj  )  ^  +(dzd^x^dx  d^z)  -^  + 


cos  a 


+  (  dx  d*y  —  dy  d^x  ) 


dx 


^•ft 
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!-íiiIi|»')níl')  r/s  conslaiite,  o  qiic  podemos  fazer,  e  dividindo 
/linhos  í)S  tormos  da  fracção  por  cZ-s,  rv?siilta: 


C(íi  n. 

=  ■ 

dM 
ds 

( 

d? 
dx 

d 

tis 

do 

ffZ 

-    d:i 
^     d. 

-M 

(.  1/ j  d 

V, 

+ 

rf.B 
f/S 

(• 

ds 

.d 

d< 

do           dz 

d  11       "     ds 

K 

^. 

+  ( 

íf3 

-  d 

dx 
ds 

d', 
dx 

d    '" 
d< 

\   dz 
ds 

A' 


Ora,  (MU  virlii'U*  dasCiiiiaçC)0S(7),  (í))  o  (10)  sendo  nuUo 
o  imniiM^atlor  dosta  expressão  resulta: 

Ish)  <\  o  piano  oseulador  da  linha  miaiinuni  ó  perpendicular 
{\K\  piau  •  tanpMite  â  suiH?rlioie. 

Snppi>nhani  v^  a  superíicie  considerada  como  sendo  a  de 
uma  (^spluM\u  isU>r  : 

Ms;í.  v\picii\u»  nos  da  : 

—  ^  í*:  =  •'/ 


«^ . 


•:  V 


—   —    _t  :» 
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<H) 


Integrando,  resulta: 

dl/  dz 

-  ^. —  y 


ds 


=  C 


Seguindo  marclia  perfeitamente  análoga  para  com  as 
equações  (9)  e  (10) ,  obteríamos  : 


<12) 


(i:V 


a? 


dz 


dx 


y 


ds 


dx 


ds 


=  C,. 


ás 


X 


dy 


ds 


'—  =    O, 


Multiplicando  a  1«  p  )r  x,  a  2'»  p^r  y  ea  3»  por  ;r  e  som- 
niondo  os  resultados  meml)ro  a  membro,  temos: 

C  X  +  C^  y  +  C^  z  =0 

Msta  equação  com  a  da  csphera  determinam  a  linha  pro- 
curada, c  c  >mo  ella  representa  a  equação  de  um  plano  pas- 
Síin^lo  pela  origem  das  coordenadas,  onde  s^.  acha  o  centro  da 
esphera,  conclue-se  que  a  liuha  resultante  de  sua  intersecção 
é  um  aro  de  um  grande  circul  >  da  esphera. 

Ciniooplano  deve  passar  pelos  pontos  extremos,  cujas 
c )  yvdcnr-^í^^  são 


(X,'  y,'  z'),  (x\  y'\  z"), 


as  equações: 


'cr. 


o, 


^'  +   —W—  y'  =  o,  z"  + 


a 


^t 


?« 


x'  + 


+ 


C, 


y"=o 


servir  lo  para  determinar  as  constantes: 


c\ 
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Supponhamos  a  superfície  considerada  um  cylíndro  recto 

'  tendo  para  eixo  o  eixo  dos  y,  isto  é,  supponhamos  : 

« 

?  (^i  Vi  «;=*«?■  +  «*  — r«i 


Para  este  caso  temos  : 


dx 


=   2x^ 


Éi 2-        ^?       =  o 

dz  '        ay 


Substituindo  estes  valores  nas  equações  (7)  e  (9),  temos:' 


2:  d 


dy 


ds 


o,  2x  d 


dy 


ds 


donde: 


dy 


ds 


=  C 


Esta  equação  integrada  e  reunida  ájda  superfície : 

z*  +  X*  ^  r* 

constitue  o  systema  que  determina  a  linha  procurada.  Sendo 

dy 


ds 

O  coseno  do  angulo  formado  por  um  elemento  da  linha  pro- 
curada com  a  ordenada  y  e  tendo  esse  coseno  um  valor  con- 
stante, conclue-se  que  essa  linha  6  tal  que  qualquer  de  seus 
elementos  ou  a  tangente  em  qualquer  de  seus  pontos,  forma 
com  o  eixo  dos  y,  isto  é,  com  as  geratrizes  da  superfície  que 
lhe  sâo  paralljílas  um  fi.igulo  constante.  A  linha  procurada 
é,  pois,  uma  hehce. 

4. a  Determinar   das  curvas  isoperimetros    entre   doas 
pontos  íixos 

(^'  y').  (^\  y") 


qual  a  que  limita  a  área  maxirmim. 
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Reprosentauílo  por  F  uma  formaçõo  de  //,  a  questôo  al- 
geb!-icainente  coiíshilo  ein  determinar-se  o  tnaxinium  da 
iiiteè^ral: 


x" 


jFa. 


•ob  a  c  nidlgQo  de  ser  : 


X 


I    '/j'l/~l  +p^«»  / 


sendo  /  uma  coiistuiiU'. 

A  cuiidi;âo  de  maximurn  será,  como  vimos  no  estudo 
anterioi-  : 


..•» 


a;' 


sendo  /v  um  fact  jr  constante  arbitrário. 

A   eíjuação  dilTerencial  da  curva  para  este  caso,  con- 
siderado geralmente  na  integral 

/(P  +  AF|)  dx 

f    é  a  seguinte : 

(2)  ^t  --^  +  etc.  +  AC/  -  ft  ^'  +  eto.;=-  o 

sendo : 

dF-=  ca:»  +  Cj  rf//  +  c,  dp  -[. ...  6tc. 

dP,  =  c*í/j?  +  c,Vy  +  c;dp  +  ... 

Para  o  exemplo  considerado  a  equação  (2)  redu^-Sí:  r 
íseguinte  : 


'  d» 


M«caoica    1^ 
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.;-.o  .\  i>elo  seu  valor  — ,  e  Co'  pelo  seu  valor : 


dl) 


<//)  1/      1    -L 


.s 


..« 


\« 


dF  _j^_\     ,1 P ^  ^ 

</y  dx    '     |/^  !-}-;>* 

»i-i'i\'uciando  o  segundo  lernio  : 

rf/'  I  f/^> 

dy  d.c\/^([  -\.py 


ox      (l  +2>*)V, 


iv*.-^»o  ^ 


dF  +  Kd-=-- — —  =.•  o 

Uitoííraudo,  resulta: 

lK)Ude ,  


r*  —  /*' 


v'U  : 


noiídf»: 


^^, j^^-^)(h 


liil.<'LTaiido  lemos: 


^Ov'*  —  ((.'— Fj* 


'MMidnílí.íIa  a  formiiçào  F  est;i  ciumcuo  integrada  dará 
K  í-.ih.m;.-!  )  da  linlia  i)rv)curada.  As  cjiistanles  C,  Ci  u  A'  de- 
hrmiiiaiM-sc  por  uui  sy:«;teina  de  três  Oíiuaçoes  de    condição 
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exprimindo  que  a  linha  pa.':  a  pelos  dous  pontos  dados  e 
entre  elles  tem  um  comprimento  constante. 

Como  os  dous  p  )nto3  sfi^)  íixo3  nâo  ha  equação  relativa 
aos  limites  p  )r  serem  as  variações  de  suas  coordenadas 
nuUas. 

Para  exempUficarmos  a  (luestSi')  supponhamos  que 

A  inteírral 


/ 


Fdx 


representará  nesta  hypothese  a  área  de  uma  curva  plana  e  o 
pr.íblema  consistirá  em  determinar-se  entre  tdas  as  curvas 
planas  isoperimetros  passando  por  dous  pontos,  qual  a  que 
abrange  uma  área  maxíniuni. 
Sendj 

tem^js : 

d  F    ^ 

A  equação  difTerencial  da  curva  será  beste  caso: 


dx 


D  onde : 

dx  =  k  d 


[yTí  +  pV 


;/ 

Integrando  resulta: 


í  +  p^l 


X  = 


Donde: 


dii  X  —  O 


(^)  ^^  /^/o  — (í7—  cy 
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Fazendo : 


temos: 


dz  =»  ^  2  (x  -^C)  dx 


Donde : 


dz 
eia;  =»  — 


2(x  —  C) 

Substituindo  estes  valores  na  equação  (1),  temos  : 


Integrando,  resulta: 

í 

2 

Substituindo  js  pela  sua  expressão,  temos: 

y«  C,  -V  i?  —  fc  —  o* 

Donde: 

(y  -  Cj»  +  (*  -  o*  «=  V 

A  linha  procurada  é,  pois,  um  circulo.*  As  constantes 
C  c^  Cy  <lotorminum-se  pelas  equações  que  traduzem  a  con- 
<iii:Ao  do  |v\ssn^^ni  da  linha  pelos  pintos  dados,  e  o  raioft 
pola  oqunrrto  t|uo  (radu/.  a  constância  d3  comprimento  entre 
t^sos  (lo,s  iHMít  ^8»  Pani  isto  subctilue-se  na  equação 


/ 


MECÂNICA  GERAL  229 


O  valor: 


07   —  0 

y   h}^(oo^C)^ 

0  que  nos  dá  : 

X 

r  _ 

k  dx 

J    v 

A«  —  fa?  —  g« 

Donde : 

h     are.  sen  r- 

C                        x'  -^C 
—  — are*  sen  : 

«=  l. 

5.^  Determinar  entre  as  curvas  planas  isoperimetros, 
passando  por  dois  pontos  fixos 

qual  a  que  por  sua  revolução  cm  torno  do  eixo  dos  x  gera 
uma  siípcrficic  de  área  mínima. 

A  nrca  de  uma  superficíe  de  revoluçfío  e  o  compri- 
mento de  uma  curva  sendo  expressas  respectivamente  pelas 
inle^raes: 


2r.  I  y  y/i  4-p*     dx,    1  [Ti  +  p> 


dx 


a  qnesttlo  consiste   em  se  determinar  o  minimum  da  in- 
legrrn  1 : 


x" 


2t:  I        y  [Ti  +  p«  dx, 


sob  a  condição: 


a?" 


/ 


[/     i  +  p*    dx  =1 


sendo  /  uma  constante 
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A  equaçôo  difTerencial  correspondente  ao  caso  geral 

jdxl  F+  h  FJ 

reduz-se  &  seguinte: 

Sendo: 
resulta: 


dF,  p 


^p       \/'  i  +y 


Substituindo  est(  s  valores  em  (1),  teremos  para  equaçí» 
da  curva  procurada  : 

d  \(u  +  h)  —===1 

Dividindo  tudo  por 
autetituindo  p  por 

d!/ 


dx 

c  notando  que: 


ds  =  dx     §/  i  +  I    '^^    \' 


dx 

resulta : 


,_'LtmrH= 


d6 
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Considerando  s  variável   independente  e,  potianto,  ds 
constante,  e  differencianilo  cstti  expressão,  lemos  ; 


Porém,  a  expressuo: 

rfs'  —  da.*  +  rfj' 

s  áà 

Substituindo  este  valor  em (2),  resulta: 

lliíTorendfindo  ;i  riiiiHçfio  (:í),  tfmos  : 


j.  .'^IL^ 


Snhstitnindo  rsto  valor  em  (i)  temos,  dividindo  depois 


í<v  +  »^-^l 


232 


MECÂNICA  GERAL 


Integrando,  resulta  : 

(V  +  *; 


fJx 


ds 


=  r. 


Elevando  ao  quadrado  e  substituindo  ds^  por  seu  val^r, 

teremos : 

r  dn 


dx 


V    Ot  +  Ã/  -  o- 


Integrando,  resulta: 


.r 


Cl,  r  y  +  ^  + 1/  (if-^k)'-  ("  1  ^  c,. 


sendo  Cl   uma  nova  constante   arbitraria.    Esta  expressão 
nos  dá: 


donde: 
(5) 


c      -'[ d J- 


2/  +  *  +  1/  (y  +  A/  —  c»  =  ^ «      r 


Porém  : 


[y  +  h  +  l/(^+A/-  r']    [!/  +  ^^  -  v/  (//-h  v  -  c-  ]  ==  c*. 


donde  : 


2/  +  A  -  V/  ry  +  A/  -  ^ 


=  Ce 

x^C, 

c« 

C 

.r  -  C, 

c 


Sommando  esta  igualdade  com  (5),  resulta  : 


2(y  +  k)^C 


x^C, 


X  "  C^ 


+  e 


Esta  equaçSo  nos  mostra  que  a  curva  procurada  ê  a 
catenorfa. 
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Sendo  os  extromos  fixos  e  determinados  nOo  ha  equaçfio 
relativa  aos  limites,  e  a.s  caUvStanlos  seroo  determinadas 
pf*Ias  equações  que  resultam  da  cond^çilo  de  passagem  da 
linha  pelos  dois  pontos.  Supi)ondo,  por  exemplo,  que  as 
ordenadas  das  extremidades  sejam  iguaes  e  tomando  para 
eixo  dos  tj  a  perpendicular  ao  eixi  dB  revolução,  tirada 
ao  meio  da  distancia  entre  os  dois  pontos,  teremos: 


donde  resulta  que  a  constante  r^  é  nnlla,  e  nesta  hypothese  a 
equação  da  curva  serô  : 


2fy  +  k)^C 


r 


X 


r 


+  e 


A  constante  C  será  dada  pela  equação  : 


2(y'  +  h)^r 


X 


X' 


r 


4-  c 


e  a  consfante  k,  determinada  de  modo  análogo  ao  do  pro- 
blema anterior. 

6.«  Determinar  dentre  as  curvas  isoperimetros  passando 
por  dois  pontos  dados,  qual  a  que  pela  sua  revolução  em 
t;jpno  d  )  eixo  dos  x  gera  o  silid  >  de  volume  minimum. 

Sendo  o  volume  do  revolução  e  o  arco  da  curva  geratriz 
representados  respectivamente  pelas  integraes  : 


r.  J  y-    dx  »y  1/   i  -hi>*   ^^• 


a    questfio  consiste  em  determinar-se  o  maximum  da 
integral. 


X 


II 


X 


:/.. 


dx 
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sob  a  condição: 

/  dx  '.ri  4-  p^  =  l 
x' 

sendo  l  uma  constante, 

A  condiçfio  de  mirUmum  será,  pois : 


5 


n,,,rrrr\^~ 


Os  valores  das  fórmulas  geraes  serfio  para  este  exemplo. 


S(Mido  tudus  os  outr rs  topnv  >s  imll  ks. 

A  equação  diíTereucial  da  curva  relativa  ao   caso  gerol 
íica  assim  rcdu/ida  para  osU»  á  seguinttí  : 

d         ^' 


-'-'  -  ^  Th' =  ^ 


d'ondo: 


(/     -; .^  tt  --77 


i?//  ^  A'  i '    ^      =  A' 


dx  dx 

C  )nsidorand()  n  c  mwo  varlawl   independente,  temog: 

f/-»/  ds 


(1)  ^'.v-  /v 


'/>'    *     '/j* 
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Porém  a  equação: 


ds^  =  d.i;'  +  dl/ 


nos  dá 


dx  d\v     ,     dy  d*y 


ds     '     ds*    "*■    (/*•     •      dí*    ^  ^  ' 


donde: 


d}y  ds    ds* 


c/«"  dy 

ds 


Substituindo  este  valor  em  (1),  resulta: 

^      du  d*x    . 

^y  ^   =  -  ilf.  A' 

^    ds  ds* 

Integrando,  tomos: 

Substituindo  j9  pelo  seu  valor   e  elevando  ao  quadrado, 
resulta: 


donde: 


V/A'*-(/-G)« 


Esta  equaçí5o  integrada  p;>r  moio  das  formações  eUipticas 
nos  dará  a  equarOo  íinitM  da  curva  procurada,  sendo  as  on- 
stíintes  obtidas  como  ujs  prol)iomas  anteriores. 

7.^  Determinar  qual  a  superfície  que  sujeita  a  ser  li- 
mitaíln   por  um  contorno  dado  leni  uma  área  minimwn. 
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Este  problema  ó  um  c^.so  simples  do  caso  geral    em  que 
se  procura  determinar  ominínmtn  da  integral: 

JJ  ^(^'í^'-  -57  '   72P  "57  •  "57  r^'''' 

Sendo  a  ôrea  representada  por 


// 


[/'^m^m'"" 


a  formação  F  aqui  s()  contém  as  derivadas  parciacs   de  pri- 
meira ordem 


dx  of 


as  quaes  representaremos  por  pi  e  qi. 
A  condiçílo  de  nUnimum  ser;V»  pois: 


-:  //'    í  +  Px'  -f  g/  (ir  rfi/  —  o 


C  »mo  o  cont  '^rno  ó  dado  níl-^  ha  equação  relativa  aos  li- 
mites e  a  equí.çfio  diíTorenoial  da  superficie  (>,  como  vimos, 
ivsra  o  casi^  jrcn.l : 

sendo : 

rara  o  pri^hlema  que  estamo;?  c3nsideran»lo,  ternos: 


o  t'Hlos  OS  outros  ooon'»M  Mitos  n-ill^s: 
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Estes  valores  substituídos  na   equação  (1)  nos  dão  para 
equaçSío  differencial  da  superíicie : 


^-^"       |/~iT77T^       '^y      /"^TTTTl? 


ou 

ax  F    ^    dy         F 


DitTerenciaudo,  resulta: 

Fp,'^p,  F'         Fq,'  ^q,  F  ' 

p%  T  pt  —^ 

sendo  pi  e  q(  as  derivadas  respectivas  de  p^  e  qi  em  relaçfio 
a  37  e  a  ^  e  F'  e  F'  as  derivadas  de  Fem  relação  ax  e  a  y. 

Esta  ultima  express&o  nos  dá  : 


A  Pt'  +íi'     +   f  P«  +  f  ^J  = 


Multiplicando  por  F^  resulta: 


X  y 


sendo  : 

Differenciando  em  relação  a  x  temos: 

FF'  =PtP,'  +  ^,  (í/) 

X  X 

represeotando 

(í'i) 

a  derivada  de  9i  em  relação  a  x. 


=s  o 
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Diffcreiíciando  em  relação  a  y,  temos 


FF  ='pAPx    "^  +Qi  Qí 


y 


representando 


( ;>/  ) 


a  derivada  de  /)j,  em  relaçTio  a  //  ou 


d'z 


íLv  dy 


Subslituiiido  estes  valores  em  (2),  resulta  : 
(  ^  +  Pi'  -f  Í7i'  )  (  Pi  +9,    )  - 
Pi  (  Vi  Pi  +  ^1  (  í?i'   )  +  í«  (  P^  (^»'  >   +  ^»  ^»' ) 


SC 


=  o 


Donde  : 


m'-m>^Á'^m)- 


—  2 


'Pz 


(Íj:  (hj 


==    O 


Esta  Oípiaçã  >  ás  derivadas  poi^ciíies  do  segunda  ordem  t 
a  mesma  que  seobtom  formnliuido  a  liyi)oth<:'se  «la  ii?iial- 
dad(í  e  signa(\5  (contraries  d  )S  dons  raior^  priíiciíxies  dt 
curvatura  cm  um  iiu^-mo  p  >nto  úo  nma  superticie  curva, 
do  modo  (pie  ella  representa  a  (Niuarào  da  superíicie  cujl> 
raios  do  curvatura  são  i^^iiaos  o  «le  signaes  contrários. 

C  )m  )  nao  ha  oipiaofio  rotativa  oos  limites  as  formações 
arbitrarias  da  into«íracrio  detorminam-so  prla  condirão  de  qn€ 
a  r>uporlicio  (^^nsidorada  devo  conter  a  curva,  dada  que  re- 
presou tii  o  contorno. 
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S.^  Daterminap  dentro  os  sólidos  de  igual  volume  e 
mesiTio  contorno,  qual  aquelle  cuja  superílcie  é  um  mi- 
nimfim. 

A    «luestão  consiste  om   d(^terminar-sc  o  minimum  da 

integral: 


IF 


^+v*  +  qx* ^y-  ^fy 


Sol)  n  condirOo  de  que: 


ff'"' 


dy  =  l 


sendo  l  unia  c  )iislanto,  isto  õ,  trato -se  de  uma  questão  de 
mi/um lun  relativo,  a  (fual  como  no  caso  das  integraes 
simpleis  reduz-pe  a  determinar-sc  o  mínimain  absoluto  da 
inteíJcral: 

J j{\^i+lh'\+qi'  +  ^-)  dx  dy 

sendo  A'  uma  constante. 

A  condição  de  minimum  será,  pois  : 


^Jj{^^  +^^'  +  ^»*  +  ^^'-) 


+  Px^  +  7i*   +  ^^^  )dxdy  ^  o 


O  caso  geral: 


/  f  (  F  +  KF,  \dy  dx  ::=  o 


nos  dà  para  a  equaçQo  procurada  : 

dA^        .     ,  dB^       ,      ^       ,    „.,         KdA\     . 

(O    ^'-    -ST    +''''-  -di    +^'^-+^í^' ãT--^' 


r>  ' 


-r  ele,  —     — > — í-  +  etc.  —  o 

dy 
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Sendo  : 

dF=  Adx  +  BUj  +  Ctf  J  +  A^dp^^  +  B^dq^  +  etc. 

» 

dB\  =»  A'  dx  +  B*  dy  +  C  dz  +  A\  di\  +  B\  dq^  +-  e(c. 

Temus,  pois,  para  o  problema  que  consideramos  : 

*^^^    -4  ;>t  dF 


V  ^  4-  í>i'  +  í."    *     ^^ 


í  =  C 


HtMido  todos  os  demais  coeftlcientes  iguaes  a  zero 
A  ctiuaçao(l)  será  para  o  nosso  caso  : 


uu  : 


dx  /•'  dy  P 

DltToronciandú  temos : 

í> ,  - 1.,  F-  Fí',  -  5,F 

HtMido  /)  i  o  </  i  as  doriv  ivias  iH?speolivas  de  pi  e  qi  em  relação 

II  .r  t^  a  7  t^  .'•  ,  r  as   !.\nva  las  do  F  em  relação  a  a?  e  a  y. 

»     j 

KsÍM  ullinui  oxpri\-sào  nv>sdâ: 


» ■  \    \  .- 


-*'(■'  ^" )"  rx^-^r*'] 
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Porém  sendo  : 


F^  =  I   ^p^^  +  q^- 


temos,  diflereiíciando  em  relação  a  x  e  depois  a  y 

FF'==^p^\  +  q,  (q'0.     FF' ^  p,  (p» ')  +  q,q\ 
X  X  y  y 


pepresen  taiido 


(q'i)    e    (p\) 

j  y 


tís  derivadas  respectivas  de  Qí  e  pi  em  relação  a  j?  e  em  rela- 
ção a  f/  ou  as  derivadas  : 


dy  dx  dxdy 


Substituiiid(3  estes  valores  na  equação  (2)  resulta,  tendo- 
se  antes  multiplicado  aquella    equação  por  F  : 


3 


ou: 


_5 

2 


K    i  + 


(írMfír 


í  + 


dy 


+ 


+ 


dy»     [  '  +\    íte  I    J        -      í/a:     • 


c/j  í/*J 


dy     dx  dy 


=  o 


Tal  é  a  equação  as  derivadas  parciaes  da  superfície  do 

solido* 

Tomemos  agora  a  equação  da  esphera : 


r»  «  (i;  -«;•  +  (2/  ^  p/  +  ^,  -  v/ 


Itoeaaiea    16 


1 
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Esta  equação  nos  á(\ : 


dx 


X — a 

Z — V 


dy 


Vjzí 

5  —  V 


dh 


dx  dy 


(X  -  a;  r*/  -  p;     ^ 

'  '    dx* 


dh 


(z  -  v/  +  (x^  %y 


r»  -  y;« 


dy* 


(z  -  v/ 


Substituindo  estes  valores  na  equação  as  derivadas  da 
superficie,  resulta: 


OU 


Donde  : 


Este  resultado  nos  mostra  que  a  equaçiío  da  esphera 
m na  integral  da  equarao  considerada  desde  que  se  tomei 
raio  dessa  esphera  igual  a 


K    • 

Assim,  pois,  a  esphera  gosa  da  propriedade  de  minimiiítí\ 
de  superlicie  entre  os  sólidos  de  igual  volume. 

As  constantes  determinam-se  pelas  condições  de 
a  esphera  pela  curva  do  contorno.   A  solução  será  sim] 
si  o  contorno  dado  puder  se   achar  sobre   uma  espliero,) 
Cíiso    contrario  é  necessário  recorrer  a    integral  a  m( 
geral  e  determinar  as    íormaçoes    arbitrarias  de    modo 
tornar  possível  essa  coincidência  * 


OOORDEXAOAO   ESPECIAL 


CeBlPOSIÇÃO  DAS  FORÇAS 


As  íV>r<:í.is  podem  sor  sempre  representadas  por  meio  de 
rectas  d»^  ^^nmdeza  proporcional  as  suas  intensidades,  sendo 
o  sentido  julgado  a  partir  dos  seiLS  pontos  de  applicaçâo  para 
o  extmiio  oppost)  das  respectivas  rectas  (jue  as  representam. 

i}  i)onto  de  applicação  de  uma  força  F  pôde  ser  indiffe- 
reiítciiieute  transíerido  para  qual(iucr  outro  de  sua  direcção, 
uina  vrz  suppostos  os  dous  invariavelmente  ligados. 

Para  tornar  isto  evidente  basta  concebermos  applicodas 
no  novo  ponto  duas  forças  -rF^  e  —  7*'^  iguaes  a  Fe  da  mesma 
dircc<;cVK  sendo  a  força  +  Fi  no  mesmo  sentido  e  a  força — F^ 
em  sentido  contrario:  a  acção  da  força  —  i'%  será  neutra- 
liscida  ptda  acção  igual  e  contrariada  força /'' e  apenas  re- 
slani  r.  íorrix  -f  /''i  igual,  na  mesma  direcção  c  sentido  que  a 
primitiva  e  actuando  no  novo  ponto  de  applicaçao. 

Este  modo  do  representar  as  forças  permitte-nos  sujei- 
lal-aí^  a  uma  composição  e  decomposição  análogas  ás  das 
velocidades,  tendo  por  base  o  i)rincií)ind')  parallelogrammo, 
cujas  consequências  llics  serão  inteiramente  applicaveis, 
npeiuis  suljstituindo-sc  a  denominação  de  cclocídade  pt^la 
denominação  de  força. 

(jieometricamente,  pois,  duíis  forças  actuando  sobre  um 
ponto  em  direcções  dinerentes,  teem  para  resultante  a  dia- 
gonal do  paralleiogrommo  construído  sobro  as  rectas  que 
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as  re[)r(»sentaiii ;  si  a  direcçTío  for  a  mesma;  a  resultaii^ 
será  igual  á  S(jinma  ou  á  dinm.*i!(;a  das  duas  comi)(>nente^/ 
conforme  estas  lurem  no  nusmo  sentido  ou  vm  sentido^ 
contrários. 

Dado  um  numero  (lualíiuer  n  de  foreas,  situadas  ou  não 
no  mesmo  plant»,  i)ela  applicaçclo  repetida  e  successiva  do 
principio  do  parallelogrammo  podemos  determinar  a  resul- 
tante de  todas  ellas. 

Para  obter  isto  combinam-se  duas  dessas  forais  pela 
regra  fundamental,  a  resultante  dessas  duas  combina-se, 
segundo  a  mesma  regra,  com  a  terceira  Ibrea,  o  (luo  dará 
uma  outra  equivalente  ás  três  primeiras;  esta  segunda  re- 
sultante c  )mbina-se  com  a  quarta  força,-  o  que  dará  uma 
força  e(iui valente  ás  quatro  primeiras  e  assim  por  diante 
até  a  ultima  força  (lue,  coml)iiiada  com  a  resultante,  deste 
modo  obtida,  das  (n  — 1)  outras  forças  dará  a  resultante 
final  de  todas  cilas. 

Applicada  esta  marcha  á  composição  de  forças  Fy  Fi, 
F^  etc,  existentes  no  mesmo  plano,  a  simples  inspecção  da 
construcçáo  geonietrien  (pu,^  1'esulta  deixa  ver  qut,'  ella  re- 
duz-se  a  tinuvse  pelo  exiremo  d<'  uma  (piahiuer  das  lV»rças  F, 
por  exemplo,  uma  recta  ah  igual  c  parallela  á  \ovrn  F^  e  no 
mesmo  sentido;  pelo  extremo  de  ah  uma  outra  n/t^ta  a  b' 
igual  e  parallela  a  7-^  e  no  nusmo  sciilido;  pelo  extremo  de 
a'h'  uma  outra  remeta  nas  mesmas  condirOes  relativamente  á 
forca  Fi  e  assim  successivamcMilí;  até  a  ultima:  a  resultante 
será  a  recta  que  uncí  a  extn^midade  da  parallela  n  ultima 
força  ao  p  )nto  connnum  de  apprcação,  (I(*  modo  (jue  si  a  ]xi- 
rallela  á  ultima  foiva  (los\st(  ma  feeliar*  o  roatorno  polygonul 
assim  obtido,  a  resultante  t'»tíil  ^rri'l  iinlla. 

Noca>'0  de  tnsf  >rças  F.  /•'.  c  /'j  actuando  sobre  o  mesmo 
ponto///,  em  i)lanos  diri('ivu'«'S,  com[)õe-s(.»  priuK/iramente,    " 
segundo  ar(\ui'a  fuiidanií-iitai  as  ror(;as  /•'  i\  F^  no  plano  Fm  F^ 
e  a  resultante  li  (V)mi)òe-se  v.oxw    F^  f^egund  >  a  mesma  regra 
no  plano    Ria  F.y\  esta  segunda   resultante  será   a   resul- 
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fei^te  total  e  virá  representado,  como  mostra  a  construcçSo, 
Cffl  grandeza  e  direcção   pela  diagonal  do  parallelipipedo 
conslruido  sobre  as  rectas  que  reprasentam  as  Ires  forçíis 
co/zsjVJeradas. 

isto  estabelecido,  vejamos  como  é  possível  doterminar-se 
^leometricamente  a  resultante  de  forg^s  existentes  no  mesmo 
piano,  independentemente  do  conhecimento  do  seu  ponto  de 
concurso. 

Sejam  FeFi  duas  forças  existentes  no  mesmo  plano. 
Si  por  um  ponto  quakiuer  do  plano  tirarmos  uma  recta  igual 
e  i>arallela  á  força  F  e  no  mesmo  sentido  e  pelo  extremo 
desta  recta  tiramos  uma  outr-a  nas  mesmas  condições  re- 
lativíiniente  ó  força  F,  a  recta  qmí  une  os  extremos  destas 
duas  liulias  representará  rni  ^Tandeza  e  direcção  a  resul- 
tante   «las  duas  forças. 

Disto  conclue-se  (pie  todas  as  v(?/es  (pie  tivermos  um 
svstenia  de  três  forças  actuMiido  sobre  um  ponto  c  respecti- 
vãmente  iguaes  e  parallelas  aos  ires  lados  de  um 
triangulo  abe  (lig.  22)  considerados  no  mesmo 
sentido:  de  a  para  b,  de  b  para  ced(wpai'a  í/, 
essas  trcs  forças  teem  uma  resultante  nulla,  pois 
neste  Cíiso  a  terceira  força  ca  nctuando  no  sentido 
de  c  para  a  será  destruída  pela  resultante  ac  <las 
duas  outros  actuando  na  mesmii  direcção  e  em 
sentido  contrario  de  a  para  c. 

Para  determinarmos  a  situaç/o  da  resultante  considere- 
mos as  duas  forços  Fi('.  F^i  applicadas  aos  pontos  in^  e  nu 
que  supporemos  invariíivelnienle  ligados  (íig.  23j. 

Tomando  um  ponto  (piaNiurr  a  de  plano  para  ponto  de 
'  partida  e  construindo  o  triangulo  abr,  ac  será,  segundo  o  quo 
!  estíibelecemos,  igual  e  parallela  A  nsullante  R  i)rocurada. 

Conhecida  por  este  modo  R  em  grandeza  e  direcção 
paríi  determinarmos  a  sua  situaç^lo,  l)asta-nos  determinar 
um  dos  se^as  pontos. 

Para  isto  toma-se  um  ponto  qualquer  e  do  plano  e  une- 
se  esse  ponto  aos  vértices  abe  do  triangulo  considerado. 
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Por  um  ponto  qualquer  A  de  plano  tire-se  AB  parallela  á  i 
ató  encontrar  a  diretjçuo  da  forca  K, ;  pelo  ponto  de  encoiU 
tire-se  BD  parallela  á  cb  ató  encontrar  a  direcçTio  ria  for 
Fi  e,  finalmente,  pelo  ponto  de  encontro  destíis  tire-se  l 
parallela  á  ce. 

Suppondo  np])lica(lns  no  ponto  B  segundo  a  direoçrio. 
duas  forais  contrarias  iguaes  á  ca,  nos  extremos  da  rectal 
supposta  invariável,  e  segundo  a  sua  direcçrio  duas  fo\> 


E 


..••' 


contrários  iguaes  á  eh,  o  no  ponto  D  segundo  n  dirtx^ 
FA)  duas  forças  contrariíiS  iguaes  n  ec^  o.  conct*l.>rii(l' 
ponto  de  ai)plicarrio  das  forças  consideradas  iransporUi 
para  7ie  I),  íica  o  systenia  primitivo  de  duas  forras  ftj' 
sul»stituido  por  um  outro  cípiivalente  do  oito  fõn^^s  —  qn:! 
actunndo  sobre  o  ponto  lU'  qunlro  soI)re  o  ponto  /). 

Das  quíití'o  forças  que  nctuam  sol^re  o  ])rimeiro  \íO\ 
três  sâo  respectiviuiiente  iguais  o  i^arallelai?  aos  lados 
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i     ^ebcáo  triangulo  eab,  no  sentido  de  e  para  a,  de  a  para  b 

Ê     6  de  6  para  e  e  teem,  portanto,  uma  resultante  nuUa  e  a 

m      quarta  que  resta  é  igual  e  parallela  á  ea  e  actua  segundo  AI3 

m      110  sentido  de  A  para  B  ;    das  quatro  que  actuam  sobre  o 

r      seg-undo  ponto,  três  silo  respectivamente  iguaes  e  paTallelas 

'       aos  la<los  eb^  bc  e  ce  do  triangulo  ebc,  actuando  no  sentido  de 

e  para  6,  de  b  para  c  e  de  c  para  c  e,  portanto,  teem  uma 

resultante  nulla,  e  a  quarta  é  igual  e  parallela  á  ec,  e  actua 

segundo  KD  no  sentido  de  E  para  D. 

O  systema  primitivo  de  duas  forças  acha-se  finalmente 
suJ>stítuido  por  um  outro  equivalente  de  duns  forças  respecti- 
vamente iguaes  á  ea  e  ec  actuando  segundo  as  direcções  AB 
e  EDy  e  para  termos  um  ponto  da  direcção  da  sua  resultante 
Jjasta  prolongar  estas  duas  forças  até  encontrarem-se. 

Tirando  pelo  ponto  de  encontro  C  uma  parallela  oC  a 
ac.  tomando  solire  ella  uma  grandeza  igual  á  ac  teremos  a 
resiiltante  das  duas  forças  consideradas  em  grandeza,  dire- 
cxiixo  e  situação  ficando,  entretanto,  indeterminado  o  ponto 
íle  applicaçílo  que,  como  vimos,  pôde  ser  considerado  um 
qualquer  da  direcçilo  determinada. 

Os  raciocinios  que  acaI)amos  de  fazer  para  duas  forças 
applicam-se  a  um  numero  qualquer  de  forças  com  a  única 
difterença  que  em  vez  de  um  triangulo  teríamos  um  po- 
lyíi^ono. 

Sejam,  por  exemplo,  (luatro  forças:  Fi  F\  F\  F4  (fig.24). 
Tomando  um  ponto  qualquer  a  para  ponto  de  partida  deter- 
minaremos  ao.  que  representa  a  resultante  cm  grandeza  e 
direcção. 

Unindo  um  ponto  qualquer /*  aos  vértices  do  polygono 
coristruido,  tire-se  por  um  ponto  qualquer  ^1  uma  rectal/:? 
jjrmdlela  á  Ja  até  encontrar  a  dlre<'Çiio  da  força  /'\,  pelo 
]>ont<)  de  encontro  tiro-sc  BC  parallela  á  fb  ató  encontrar  a 
direcção  de  Ft,  jkíIo  ponto  de  encontro  tire-se  CD  parallela 
úfcHld  encontrar  a  direcção  de  F-^y  pelo  ponto  de  encontro 
tire-se  DE  parallela  h  fd  até  encontrar  a  direccjfio  de  F4,  e, 
finalmente,  pelo  ponto  de  encontro  tire-se  Zi^F  parallela  á  /V\ 


.  * 


t'    7  7-;,    o    poiil> 
■  .   .1;í    rèsnitnnU': 

<  n  rcsiiltHiiU'  em 


F 


.|H-'nns  ii)(l(M(M*niin;nl» 


\  <  ■isiitiiicrio  tio  svstrm,M 
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primitivo  pelo  systema  flnal  de  duas  forças  respectivamente 
i^uaes  á  fa  e  fe  e  actuando  segundo  AB  e  FE  obtem-se 
supi>ondo  applicadas  em  B  duas  forças  contrarias,  iguaes 
éi  fa,  nos  extremos  da  recta  BC  duas  forças  contrarias 
iguaes  á  fby  nos  extremos  da  recta  CD  duas  forças  contra- 
rias iguaes  á  /c,  nos  extremos  de  DE^  duas  forças  con- 
trarias iguaes  á  fd,  no  ponto  E  duas  forças  contrarias  iguaes 
a  fe  ;  e,  finalmente,  concebendo  os  pontos  de  applicaçôo  das 
forças  dadas,  transportad'.)S  respectivamente  para  os  pontos: 
B,  Cj  D,  E. 

Ficam  assim  applicadas  em  cada  um  dos  vértices  inter- 
mediários três  forças  respectivamente  iguaes  e  parallelas  aos 
lados  do  triangulo  correspondente  no  polygono  fabcdefy  e 
portanto  tendo  uma  resultante  nuUa;  e  em  cada  um  dos 
vértices  Be£' quatro  forças,  Ires  das  quaes  acham-se  nas 
mesmas  condições  que  as  antíTiores,  restando  assim  no  sys- 
tema final,  equivalente  ao  primitivo,  apenas  duas  forças,uma 
em  A  igual  à  la  e  actuando  segundo  AB  e  outra  em  E 
igual  á  fe  e  actuando  secundo  FEy  forças  cuja  resultante, 
que  é  a  resultante  do  systema  dado,  passa  pelo  ponto  de 
concurso. 

Desde  que  du«s  forças  actuando  sobre  um  ponto  sêo 
equivalentes  á  uma  outra  representada  em  grandeza  e  dire- 
cção pela  diagonal  do  parallelogrammo  construído  sobre  as 
duas  é  evidente  que  essas  duas  forças  S(')  podem  ter  uma 
única  resultante,  c  que  á  t')da  força  corresponde  um  numero 
iiifinit^>  de  systemas  do  forças  ([ue  lhe  sõo  equivalentes,  pois 
que  uma  mesma  recta  iK3de  ser  h  diagonal  de  uma  iníinidadí» 
de  paralleloí^rammíjs  differentes. 

O  problema  áv  composiçíS  >  das  forças  é,  portanto,  deter- 
minado e  o  da  decomposição  indeterminado. 

Destas  relações  geométricas  deduzem-se  facilmente  as 
relações  algt^bricas  existentes  entre  as  forças  componentes 

P.  e  P. 
e  a  sua  resultante /í. 


2Z'J 
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— 'i.i«»  :^>.  .t  «ilâgonalde  um  iK:irallelogrammo  construicb 
:v    <  :•.:!<  •:'.':uii.:iiieiitC'S,  si  ropreseutannos  por 

ii  .S  e  o  • 

<i't' ■■■v.ítnoaío,  í>s  ângulos  formados  por 

■  .  i  :*»:òiutaiitoiM^ntresi,  tomos: 


t\ 


sen  B 


R 


F^        sen  TL    '    P, 


ít'n  O 


sen  O 
sen  % 


0) 


sen  a  = 


P  P 

-j^  sen  ô  ,  sen  S  c=  --^  s^n  O  , 


/?*  ^^  P,«  +  p^«  +  o  p^  p^  ^05  Q 

Tussí^u»  as  Ires  oquaçoí^s   fuiidamentaes  por  meio  das 
l,Kns  nsolv<Mn-sr  todas  as  que-^ltVs  relalivas  á   roínp  >si«;í3 ) 
s,  .liuis  r  n^t.-as  roncorrcntes  ou  a  do<\>mi»osiçno  d(?  uma  forc;^ 
,  iii  .HífMsduas. 

llíilrr  .i^sfis  <[uantidO(les 

/?,  P,  ,  P,  ,  ^  ,  Ti  e  o 

.s-.liuH'»  /líi  MK-smas  nM;i(:«Ví^  ((uo  outro  os  seis  olomontos 

.,»;» /iluiMh'Mdí- uui  triauyul  >,  para  que  essas    quantidades 

,.,.nu  dplíTMiíuadiís  ♦'•  Uírcsrario  tpie,  [kIo  menos.  Ires  delias 

,  iMiu  ddilas  '•  d'*s(as  pel»^  ukmios  uma  deve  ser  sempiv 

.,,,  ,i,iM  irr:i^:  .li^  oulras    três    serAo   fornecidas    j>t^las 

\,,  |in»lilí-M'»    da    <lt'r.>mp^sl«,^rh>   send«>  dada  apena.-  n 
■  ^  ,iill  Mil'"  /•'.  '•'••^  '^-'^  ouliMs  oiiuv»  quantidades  sao  delrr- 
,^.,,  „l„:..    ji  !>--    ■  ••-  *ina»v>;  e  duas   Ileam    inleiraniv^ute 


i'Mlr.ii'i'' 


,  i  •  /  \  íiM  r  iudi^lormiuad  ». 
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Si  as  duas  componentes  são  porpendicniarrs   (^nlro  si 
tom  >s: 

seti  o  ==  í  ,  sen  3  ~  cos  a 

c  ns  f4')rmnlas  rodnzeni-se  a: 


P  P 

'n  rx  =r=  cos  3  :^  — T-*  ,  cos  7.  —  - '-  ,  i?,  =-^  Pj'  + 


P' 


XesLc  caso  a  (lueátãu  A  dctf^rniinada  desde  que  sejam 
dii<lí.is  duiis  (Ims  (juantldades 

7?,  P,  ,  P,  e  «  , 

r.onsidorando  dons  eixos  coordenados  rectangulares  se- 


fr 

CD 


iiiid' )  as  direc(;ues  das  componentes,  a  equação  da  resultante 
tvrú  n  de  uma  linlm  passando  pela  origem  ou 


cos  s 

u  =^  .V  tq  rx  s=^  .r ; 

cos  a 

substituindo 

cos  fi  e  cos  a 

j)elc»s  síMis  valores  ten-mos: 

P, 

•^        Pt 

011,  íinalnKMih»,  ropn  SHilando  por 

X  e  Y 

ns  c<  mipíHirnlcs  segundo  os  dons  eixos  coordenados  ; 

Y 

y  ^   -^-  .'^^ 

Na  qneslHO  dr^  decomposição  segundo  duas  direcçM>s  por- 
jiciidiculares  sriido  dada  a  resultante  e  o  angulo  que  (ília 
l'i  »riii;i  c  »ni  uni  dos  eixos  ou  direcròes  ronsideradns,  nnda 
rcstíi  de  iirhilrario,  sendo  cada  uma  das  componentes  deter- 
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minadas  pelo  producto  da  força  dada  pelo  seno  oii  coseno  do 
angulo  dado,  isto  é: 

P^  =s  R  cos  oi^  P^  =:  R  sen  a 

De  um  ponto  qualquem  da  resultante  (fig.  25),  baixando 
as  perpendiculares 


* 


'  nn'  ,  nn" 


my         '\  sobre  as  direcções  das  com- 


p    //\        \     \.  ponentes,   e  de   um    pont«) 

r-    /  X        \.-'-'ln        qualquer   ni"    de    uma   das 
^      i-'^^yp}^     /  componentes  P^,   baixando 


A--"  \   :  as  perpendiculares 

0^ 


ji     ^  ^^"..^f 


jTj  nr mm  y  e  mm 

Fijr.  25 

s  >bre  as  direcções  da  resultante  e  da  outra  componente ;  re- 
presentando as  duas  primeiras  por 

d^  e  d^ 

e  as  duas  segundas  por 

dor, 

os  triângulos 

nn"o  ,  nn'o  ,  e  m"mo  ,  m"m'o 


nos  tino  : 


donde 


donde 


ny\'  tr^  on  .  sen  a  ,  nn"  =  on  sen  ft  , 


sen  ft  d. 

sen  a  d^^    ' 

m"m  =  o  m"  sen  a  ,  m"m'  =  o  w"  sen  6  , 


se/^  O  d' 

sen  (4  r 
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Comparando  estas  relações  com  as  fórmulas  (1),  n^ulta : 

Í1..-A    JL^jL  (o^ 

Unindo  os  iX)ntos 

«'  e  n" 

e  rí^prífisentando  a  distancia  entre  dons  pontos  das  coni- 
ptjnenies 

n'  n"  por  d 

temos: 

d^  M=  rf,»  +  í/^í  4-  O  ^^  fi^  cos  o 

A  resultante  das  duns  forcas  tem  pois  uma  (lircc(;âo  tal 
que  as  distancias  de  um  qualquer  de  seus  pontos  ?'is  duas 
componentes,  sâo  inversameute  prop')rciouaes  a  essas  coui- 
poneiites,  e  a  resultante  c  uma  (pialquer  das  componen- 
tes sã<j  inversiimenlc  proporcionaes  ás  suas  distancias  a 
outra  componente.  • 

Fi5ta  propriedade  nos  permitte  determinar  a  situação  da 
resuUnnte  independentemente  do  conhecimento  do  ponto  de 
concurso. 

O  caso  de  um  numero  qualquer  de  forças  concorrentes  : 

p    p    p 

existentes  no  mesmo  plano  resolve-se  facilmente  referindo-o 
í^í  composição  e  decomposição  binarias  segundo  dons  eixos 
n^ítnn^ulares. 

Decompondo  cada  uma  das  forças  consideradas  se^j^undo 
4>s  <i'ius  eixos  coordenados  teremos,  respectivamente,  para 
hs  <:-()mponentes  de  cada  uma  delias  segundo  os  eixos  dos 
./  •  e  y  : 

(  Pj  cos   a,  P,  cos   pi  )  1  (  Pt  ^^^  ^i   »  ^a  ^^^   ?2  )  » 
(  Pj  cos    «3  ,  Pj  C05  p,  )  , 

sendo : 
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OS  ângulos  que  cado  uma  delias  forma  respectivam  en  tecom 
cada  um  dos  eixos . 

Fica  assim  a  questfio  reduzida  a  composiçfio  de  forças 
que  actuam  segundo  cada  um  dos  eixos  em  uma  única  por 
meio  de  uma  simples  somma  algébrica,  de  sorte  que  si  repre- 
sentarmos as  duas  resultantes  p«  »r 

X  e  r 
teremos! 

.V  =  Pj  cos  t,  +  P.  cos  í .  -f  P3  cos  Otj  -f 

V  =  P,  cos  p,  -í-  P,  cos  ?,  +  r,  cos  %+ 

ou  de  um  modo  geral: 

-V  =  V  p  cos  a'        }•  =  V  P  cos  V 

Km  ultima  (uialyse,  ix>is,  refore-se  a  questOo  á  compo- 
sição destas  duas  forças  rectangulares  em  uma  unicís. 

Por  conseguinte  a  resultante  geral  de  todas  as  f<»rrcis 
nos  será  dada  em  grandeza  e  diret;rão  inalas  equHÇ<jes  : 

ií*  -  A-*  -i-  y    c-^^  ^    =    *^.    cos  \  =  -rr 

No  t\;^o  mais  simples  de  forç.íS  nã>  existentes  no 
niesnu^  plan«»,  \\\w  ê  aqu;'lle  em  que  cllis  sOo  iq>enas  In  s, 
send  »  a  rv^^uUjute  a  diap^nal  do  p:iralh'Upii>ed«>  construído 
íiiilnv  essos  (i\*s  f  uva>,  si  as  Ivpre^'entannos  [nip 

/\.  P^  ^'  P. 

e    P;M' 

A.  A.  A. 

>>  ,.í»-:nIoS  q  ir  elu  s  i' mmUv,!.;  entro  s:  dujs  .»  di:.i>.  ;>    r-^sul- 
lanie  nw  será  dal.»  p.^l  i  rola'>vo  «;ue  l-ra  o  dia^^v-nal  as  tns 

A 

K'  *  i\'  -  p:    -  r    -^  :^  r.  /'  .  ^  i\  p  - 

A  >N 

^  ;:^  i\  /\  .   s  P    i\    -  :^  ;\  P,  j:>  P.  /v 
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Si  as  tres  forças  forem  perpendiculares  entre  si,  refe-* 
rindo-as  a  um  systema  de  eixos  rectangulares  tendo  para 
origrem  o  ponto  de  applicaçôo  e  dirigidos  segundo  cada  uma 
das  componentes,  representando  por 

oà  ângulos  formados  pela  resultante  com  cada  um  dos  eixos 
ou  com  as  componentes  c  desi^mando  estas  respectivamente 

X,  Y  e  Z 

temos  : 

X  Y  Z 

cos  a  =    -^;    cos  a   =     -— ,    cos  Y  ^    —j^,       R'  =  X^  + 

+  y*  +  ^' 

Elevando  ao  quadrado  as  tres  primeiras  e  sommando-as 
membro  a  membro  temos  : 

X*  +  y«  +  ^«  =  i2*  f  cos^  d  +  cos*  p  +  cos*  Y  ; 

OU 

cos*  t  +  cos*  p  +  cos*  Y  =  ^ 

Taes  são  as  e(iuaçõcs  fundanicntaes  por  meio  das  fluaes 
determina-se  em  grandeza  e  direcção  a  resultante  de  tres 
forras  perpendiculares  entro  si  quando  são  dadas  as  cómpo- 
iieutes,  ou  decompõe-se  em  tres  forras  rectangulares  uma 
outra  dada  em  grandeza  e  direcção. 

Referindo  a  resultante  assim  decomposta  a  tres  outros 
eix-  jS  rectangulares  parallelos  aos  primeiros,  rei)resentando 
j>or 

as  coordenadas  da  origem  primitiva  ou  do  ponto  de  applica- 
cixo  da  resultante  em  relação  ao3  novos  eixos,  as  coordena- 
das  do  outro  ponto  extremo  dessa  resultante  serão  : 

a'  +  X  ,    !/'  -h  Y  ,    5'  +  ^ 
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A  rt^siiltante  sendo  uma  recta  passíuido  por  esses  dous 
l)ontos  as  suas  equações  seroo  da  forma  : 

j;  —  o;'  = -7, ■-, (  z  -^  z'  ),     xf  ^  xf  = 


Sul)Stitulndo 

jx^r  seus  valores,  teremos,  liualmente,  para  equação  da  resul- 
tante de  três  forças  Rectangulares  : 

x^  y  ^    "T"    r  -  -  -'  J  »     i/  -  2/  =  -J-     r «  —  -'  ; 

Supi>onhamos  agora  (jue  se  pnn' ura  decompor  uma  força 
R^  cujo  iK)uto  de  appUciíç^lo  pertence  a  uma  superfície  dada, 
em  duas  outras  7*1  Pá  resptvt iva mente  Sí^gundo  a  normal  e 
S(\y:iMul>  a  tangente  a  suivTíicie  nesse  ponto. 

Seja 
a  t^iuaçAi)  da  superlicie  e 

«,  b  e  c 

tvs  ângulos  roruuuios  in^la  normal  ã  sui>?ríicie  no  ponto 
com  Irts  eivv^  i>vtMngularos  : 

Asaní;ulos  r.MMUíulvis  pela  foiva  dada  R  comos  eixos  coor- 
donadiv^  o  com  a  normal. 
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Os  valores  de 

,  a^    b    e    c 

nos  sfilo  dados  pelas  formulas : 

AL 

dx 
cos  a  a 


df 


dy 
cos  o 


vwr^m^m' 


df 

cos  c 


i/WhWT^W) 


JR,    a,    ^    e    y 

como  vimos,  nos  seroo  dadas  pelas  formulas: 

R  =  y/     x«  +   Y«  +  ^«    , 

X  ^  Y  Z 


cos    OL   =     '-=r~  ,    COS    ft  =  —^  ,    COS   "(    " 


O  angulo  6,  formado  pela  força  li  com  a  normal,  nos  ó 
dado  peta  formula  : 

cos  o  «=■  C05  a  cos   ot  +  co5  6  cos  f*  -f-  cos  c  cos  Y 

Sul:)Stituindo 

cos  tj  cos  6,  cos  Y»   cos  a  cos  b  cos  c 

pelos  seus  valores,  e  fazendo 

temos: 

X  4L  +  y4L  +^iL 

007                 dy                  dz 
cos  Qe=  — — — 


JTD 


I 
( 

I 

1 


258  MECÂNICA    GERAL 

A  componente  segundo  a  normal  ou 

R  cos  o 
tem,  p  »is,  i>apa  valor  : 

P,  =  R  COS  ^'^    ^ 

A  componente  segundo  a  tangente 

P,    ou    R  sen  6 

terá  pnra  valor: 

P^  ^  R  sen  ^  ==  R  [/    i  ^  cos*  d 

Substituindo 

cos  6,  D  6  i2 

ix»k>s  seus  valores,  temos: 

r.-«.....^/(.t^-r^)-  +  (.^-.r4J7T  j 

5  "^ 


M'sf-^^r- 


V» 


quo  dolormiuiun  a  di:\\vilo  di^  /\  ou  •«  aii<ruK»s  firmados 
|Mr  i>-ta  fo:va  com  ^^  oixa-  o  K^:\ionados,  n  jlanmiOo  que  se 
dtvmipuzomu^ 

P,  e  P,  ou  /?  coí  ô  e  /?  sen  6 

S0i:;:ndo  t>ssi^  tn^  oixv^,  as  foivas  o  >mp  mentes  segundo 
t^:^s^^  oixvts  sorAo  e*iu:valo!\ti  s  as  o  MiqMuontos  do  /?  secundo 
vv>i  int^nK>s  eix  v<  ou  a 
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<J'.'!j^]^  : 


X 

— jp     —  coi  O  cos  a 

C03  ^  -= X =^ 

sen  O 
df      ,    Y   df     ^  y    dr 

X  itx  "^     du    '^     dz'    dr 


R R  D^ dv 

sen  O 


(•^^-'•^) 


dl/ 


V(-^-'^r  + 


-m    ±L  _.Y   «IM   .'f 


( 


dx  dz   j     d. 


,\-,dr  yr        df-y  I  df  df 

Paro  5'  e  S"  acliíirúinios,  de  modo  idcntico: 

Iy  -'''  -z  -^f\    -**/-   - 

\  r/j  '       f/7   /       dz 


cosi'  —       ., 


_  (  V  ''''  -y  --'■]  ~L 

dl/  d  r    I      d  '• 


( 


z  AL  _  X  AJL\  jIL 

.  '      rfo?  ^       dz    í      dx 

CO?  4    = 


(III 


\         dz  '     fi//  /     d{/ 

l'ii;íirii   ijorcste  luododctoriniiiadas  a-,  coinpoiíoiile.i  <.'iti 
LipMii!'  711  •    din-ccro. 
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Si^o  ponto  de  applicação  da  força  considerada  pertence, 
não  a  uma  superflcie,  mas  a  uma  curva  e  procura-se  de- 
compol-a  em  duas  outras,  segundo  a  normal  e  a  tangente 
no  ponto 

temos : 

X  Y  ^ 

cos  a  =  -^,    cos  p  =  -j^ ,     C05  Y  =  — ^ 

Representando  por  c!s  a  differencial  do  arco  da  curva 
e  por 

os  ângulos  formados  pela  tangente  com  os  eixos  coordenados, 
temos . 

doo  ,  dy  dz 

cos  a  ea  —; — ,     cos  o  c=  --r~,     cos  c  =  — ; — ■ 
ds  ds  ds 

Representando  por  ô  o  angulo  formado  pela  força  R  com 
a  tangente,  temos: 

cos  ^  t=  cos  a  cos  oc  +  co5  6  cos  p  +  cos  c  cos  y  m:^ 

__    X      dx Y_     dy_       _^  J±^   __      X  dx  +Y  dy+  ^  dz 

"~    i2       ds    "^     R       ds    '^     n      ds  R~ds 

A  componente  segundo  a  tangente  terá  para  valor  : 

P.:==^n  cos  O  —  X~.-    +    Y   -/-    +   Z-—^. 

*  ds  ds  ds 

A  coniponeiitvj  segundo  a  normiil  terá  para  valor: 


I\    --.  lí  senO  ^  R  [/    i  —  cos^  O    =  \/     /i*  —  i2*  cos^  ô      = 


f/- 


li*  cls*  —  (X  dx  +  Y  dy  +  Z  dz)' 


ds* 
(X*  +  y  +  Z^     (  dx'  +  dy^  +  di*)  — 


"~ds*  J       ""  L  \         ^s  ds  j     ^ 


ds* 
1 


r+i-^-^-s-r] 
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Os  angiil<>s  formados  pela  componente  segundo  a  normal 
com  os  eixos  coordenados  e  que  determinam  a  sua  direcção, 
obtem-se  de  modo  idêntico  ao  que  seguimos  para  a  com- 
ponente segundo  a  tangente,  no  caso  anterior. 

Ao  caso  fundamental  da  composiçõo  de  três  forças 
rectangulares  reduzem-se  todos  os  outros. 

Supponhamos  um  numero  qualquer  de  forças  conver- 
gentes : 

Pn  P%^  Pi ;  ©     «t»  Pi'   Tl.     ««»  Pi»   Y*.     «a»  Pa.  Ya. 

os  angulas  que  formam  respectivamente  com  cada  um  dos 
três  eixos  coordenados  rectangulares. 

Decompondo  cada  uma  das  forças  segundo  os  três  eixos 
e  designando  por 

X,        Y       Q       z 

as  resultantes  de  todas  as  componentes  segundo  cada  um  dos 
eixos,  temos  : 

X  =  />4  cos  otj  +  Pt  cos  a,  +  p^  cos  a,  + =  v  P  cos  u\ 

Y  =  p^  cos  Pi  +  p,  C05  p,  +  p,  C05  Pj  +  ==  V  p  cos  p.(n) 

Z  =  p^  coj  Yi    +  Pt  cos  Y,  +  J>8  cos  Y3  +  .^ . . . .  s=»  2  ^  C05  y'' 

Representando  por  R  a  resultante  geral  e  por 

a,       p       o       Y 

os  ângulos  que  ella  forma  com  cada  um  dos  eixos  ou  com 
cada  uma  das  componentes 

X,       Y       Q       z, 
tem'>s: 

R'^  =  X*  +  Y'  +  Z^,  cos  01==-^,  cos  P"--|-»cos  Y  =  -J-    (n') 

Si  as  forças  acham-se  situadas  em  um  único  plano, 
considerando  esse  plano  como  o  dos  x  {/,  as  equações  serfio  : 

R^  =  X*  +  Y\  cos  a  =*  -^,     cos  p  =    ^ 


R    '  "^  R 
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Si    tcKl8S  actuam    segundo  uma   mesmo    directóo.  íjs 
oquaçOes  íicam   reduzidas  a  : 

A  resultante  nílo  dei)endend  >  da  direcção  dos  eixos  co- 
orilenadc»s,  que  é  orbilraria,  e,  pjrtanto,  dos  ângulos 

mas  pura  e  simplesmente  das  omponentes  e  dos  ângulos 
que  estas  formam  entre  si,  \7ímos  determinar  a  sua  expressão 
em  formaçôo  destas  quantidades. 

As  equações  (n)  nos  dõo: 

A'*  =    Pt  Ciíí  »i  +  Pi  «>s  í,  -f  . . .         , 

r«  «  P,  ciM  ?,  +  p,  ^0%% -f  . ..      , 

^  =     Pi  «W  Tl  -f  Pt  <^<W  r»  -f...  í 

Sul^stiluindv*  esti^  valons  na  primeira  das  equações  (n\\, 
tt  ntus : 

/;«  -  U\  tv.*  t,  -f  y^  :ci  ^S  -r  . . . )     -r  (Pt  <^-'-^  ''^  t  +P5  cos  .%+...  j     -p 
f    l/\  ^^^<ri    f  Pi  ^*^*^'  Tt  -   •  ••  I    =-  {yi  *^*->*  ^.  -^  Pi  *cos«  a*  + 

(  Ir,  *Avv*  <,  >  r,  ^v^*  s  4- -  ^  j.p,  <*o><  3,  coí  3,  + 

p/  ls>*^*  ^  I  -'X*  S  >  >^'>*  ^  '       :tV^*-^-^*  H-T-.vi'  .\-rco5»  Y,J  + 
í     ,  .     \    '■'^,\    l>  ^    >.   ^^   "^    -  vvv  ^  ,vct^-r  c,íTi<*os  Y.J  4- 
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Sendo 

cos*   otj  +  CCS*  ji,  +  cos*  Yt ""  '»  ^^**  *i  +  ^^**  Pi  +  ^^*'  Yf  =  '»  í^^*^  • 


^^*  PiPt  '=cos  «,  cos  ot,  +  cos  Pi  C05  Pj  +  cos  y^  cos  Yj 
C05  p,f),  =1  COS  a,  cos  a,  +  cos  p,  cos  p,  +  cos  Yt  cos  y , 


lemos,  finalmente,  para  a  expressão  da  resultante  em 
formaçfío  das  componentes  e  dos  ângulos  que  ellas  formam 
entre  si  duas  a  duas  : 

R  =  P*  +Pt*  +  P'  +  + 

+  2  p^i»,  cos  pyp^  +  2  2hPi  cos  p,p^  +  2  p,p^  cos  p^p^  +  


Omsiderando  uma   recta  qualíiuer   formando  com    os 
eixos  oj ordenados  os  ângulos 

a,       ò       e       c, 
multiplicando  as  equações : 

R  cos  OL  =  y  P  cos  a',  R  cos  fí  =»  2)  P  cos  p', 

7?  cos  Y  =  -  P  cos  y' 

respectivamente  por 

cos  a,        cos  6,        cos  c 

e  s  )mmando-as  membro  a  membro,  temos  : 

R  Icos  a  cos  OL  -{-  cos  b  cos  fí+  cos  c  cos  y  j  = 
=  }i  P  Icos  a  cos  cc'  +   CCS  b  cos  p'  cos  c  cos  {  j 

Sendo  ocoelílcieiítede  Ro  coseno  do  angulo  formado  pela 
recta  considerada  com  a  resultante  /<*,  e  o  de  P  o  ooscno  do 
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••:!.i  uma  íliis  forças  com  n  mesma 
.:  :  roiocçdo  da  resu/tante  de  u/n  nu- 
'\7s  ronrrrfjcntes  sobre  uma  recta 
'  ■.-.ia  algcbrica  das  projecções  das 
:<  ■?  7  recta,  ow  quo  avaliadas  segundo 
■:s\! (ante  ó  igual  d  sontna  algébrica 

:>:\v.s  suo  parallelas  reduz-se  facil- 
:  ^:-,:::oi  »H«)  das  forças  conciirrcMitOo. 
i  *  rças  ixirallelas 


rf,      e      Wji 


Fig.  (26) 


..  o 


I 

A  ■•••.;' 

.  _  .     .  .  >. 

-  -^ ,.  ... 


f^. 


\    ' 


»>.' 


s;   ■  «  <  ;^  vít.\^  invariavelmente  ligados 
>;n  •♦   •  v^.s-.iíuido   nciilmma  olteraçõo 
■  v\í  -iis  n  »s  i^ontos 


^    » 


;  •  ^     iM    i        •« 


.     O      r.(. 


O     V 


\  ■  '  '  \  y  si»*miudo  a  direcçSo 


•■• 


.     V'*  ^  ^^'      i  ■  '^  *í:i^*  *lnas  forçasqiie  actuam 

^         ><*■•■     V.     x\í  v^Mstf^na  primitivo  de  duas 
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forças  parollelas  substituído  por  um  outro  equivalente  de 
duas  forças  convergentes 

Proloní?aii<lo  estas  att^  encontrarem-so,  suppondo  as  seus 
pontos  <le  applicaç^o  transportados  para  o  ponto  de  en- 
coutroc,  decompondo-os  nesse  ponto:  unia  em  duas 

p"    e    p, 

parallelas  ús  correspondentes  primitivas  e  a  outra  em  duas 

p'    e   Pi 

parallelas  as  que  lhes  correspondem,  fica  substituído  o  sys- 
tema  dado  por  um  outro  equivalente  de  quatro  forças  actu- 
ando sobre  o  ponto  c,  duas  das  quaes 

p'    é   p" 
sendo  iguaes  e  contrarias  destroem  «se,  e  as  outras  duas 

Pi    e   Pt 

actuando  no  mesmo  sentido  e  segundo  a  mesma  direcção 
tem  uma  resultante  igual  á  sua  somma  ou  Igual  a 

Pi  +  Pi  Y 

que  é  a  resultante  do  systema  dado. 

A  resultante  de  duas  forças  parallelas  e  do  mesmo  sen- 
tido é,  pois,  parallela  ás  componentes  e  igual  a  sua  somma. 

Suppondo  o  ponto  de  applicaçSo  da  resultante  transpor- 
tado para  o  ponto  o  em  que  a  sua  direcção  encontra  a 
linha  que  une  os  pontos  de  applicaçflo  das  componentes, 
os  triângulos 

Pi  ^%  *^i    o    w,  o  c, 
nos  dâo: 

oç  p,w,     ""     P|      *"     Pi 
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/»,   Pi  »ii,     e     m^  o  c, 
úc  p^m,  p^ 

W\\A\\\^^>  membro  a  membro,  temoo  : 


t  o     _      Pi 


'i  «>  i>i   ' 


Ist^^  ^^-  o  ix^nto  tte  appHcííçío  da  resultante  divide  a  distancia 
outro  as  dims  turcas  componentes  era  duas  partes  inversa- 
inonto  i\r\>iwoionaes a  essas  forças. 

SupixM>liamos  as  duas  forças 

Pt   e  Pt 
aoíuando  om  sentido  ontrario,  fig.  (27). 


I 


1 


/^2 


:  rn 


y 


/ 


/> 
'  ,> 


1  ic.  r. 


SuKMMuiuilo  a  maior  das  duas  />j  ix)r  duas  outras  po- 
W^Mlaw,  \\\\\i\  />'  applioada  om  lUy,  igual  e  contrario  o  p^Q  a 

OS  -  Pr\ 
r\vAv\si>y  *MU  \\\\\  ponl  >  olr.l  que  tonliamos: 
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tica  O  systema  ppiínitivo  de  duas  forças  i)anUlelns  actuando 
em  sentid::)S  contrários,  SLil)stituido  por  um  outro  equivalente 
de  Ires  forças:  duas  iguaese  contrarias,  actuando  segundo 
a  mesma  direcção  'sohvQ  o  ponto  /tii,  as  (piacs  neutralisani-se, 
ea  terceira  igual  (\  differença  entre  as  duas  primitivas, 
actuando  soLire  uni  ponto  o^  no  mesmo  &entido(iuc  a  maior 
dos  forças  dadas,  e  que  é  a  resultante  da  acçõo  simultânea 
da3tres  forças  e,  portanto,  das  duas  primitivas. 

A  residtante  de  duas  forças  parallelas  actuando  em  sen- 
tidos contrários  é,  pois,  parallela  ás  componentes  e  igual  a 
sua  differença. 

Qunnto  ao  p^nto  de  applicaçao  temos: 

r«  —  Pt   ^    »^>"i 
donde: 

isto  é,  O  ponto  do  applica(;rio  da  resultante  aclia-se  afastado 
das  componentes  de  distancias  que  lhes  são  inversamente 
proporclonaes. 

Um  e  outro  caso  das  forças  pai*allelas  são  geometrica- 
mente resolvidos  pela  applicaçao  do  nietliodo  geral  a  que 
cliegam  >s  pel)  emprego  d  >  pfirallelogramo  dns  forças,  sem 
liypi)these  alguma  sol^re  a  direcção  destas.  G  )nsideremos  as 
duas  forças  parallelas  actuando  no  mesmo  sentid  >,  fig.  (28). 

Por  um  ponto  quaiqucr  o'  do  seu  plano  tire-se  a'  b'  igual 
c  paralisia  a  p^,  o  pelo  extreuK^  //a  recta  //  c'  igual  e  paral- 
lela a  pj,  r)u  i)elo  pontoa'  tire-bc  uma  porallela  esforças 
dadas  e  a  partir  deírse  ponto  tomc-se: 

o  a  pari  ir  de  // 

b'  c'  ==/),; 

G  recta  que  une  os  dons  extremos 

a'    e    c' 


2(18 
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do  polygoiio  traiisforiliado  neste  caso  em  linha  recta  é  igual 
o  pai^allola  á  resultante  procurada.  Portant ) : 

R  ^  a'  c'  =  a'  b'  ==  d,  +  p^. 

Una-so  uni  ponto  qualquer  o'  aos  pontos 


a\  b'    e     c'; 


/ 


l^ir  luu  i>onto  A  tire^se  uma  parallela  a  o'  a'  até  encontrar 
a  (tlriH^flo  da  força /)|,  i3elo  ponto  de  encontro  a  tire-se  uraa 


o 


A 


CL 


I 


6'i 


nv 


Pi 


■".. 


■:.\f 


.>ò 


.--•' 


Fig.  2S 

liiirnlIitlM  n  /)'  />'  ntóoncontrar  a  direcção  da  outra  força /)^,  e, 
lliHilni('iil<s  pM'  rs(<»  segundo  ponto  de  encontro  tire-se,  uma 
purnllnln  a  n'  r'. 

|*rM|iHIKMn<ln-sr 

Áa    e     Bb 

{\\s\  I  iMHiilr/in'in-s('  leremos  no  ponto  de  encontro o^  um 
i\s\\\\^k  iln  ilnvr<;rto  «la  resultante  procurada. 

|lrHinl«fMr  poiM^sle  ponto  uma  parallela  a  a'  c'  e,  por- 
\\\\\\s,  onliHVíiH  d/idns,  prolongando-a  até  encontrar  m' m„ 
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JF      tomaiido  a  partir  do  ponto  de  encontro  o  uma  grandeza  o  R 
I       ííual  a  a'  c'  teremos  a  resultante  das  duas  forças   conside- 
i^dassua  direcçfio,  intensidade  e  situação, 

Ojnsidoremos  as   duas   forças   actuando  em   sentidos 
contrários,  íig.  (29). 

Por  um  i>onto  qualciuer  a'  tire-se  a'  b' igual,  parallcla 
e  no  mesmo  sentido  que  p^  e  pelo  extremo  b'  tire-so  b'  c', 
igual,  parallela  e  no  mesmo  sentido  que  pi,  isto  ó,  tire-se 


■f^ 


4* 


nx. 


a  \  ••.. 


/n 


r", 


tí 


■i' 


R 


^■■k.- 


b\ 


»• 


i--- 


•... 


Fiír.  2i) 


por  a'   unia  parallela  ás  diias  forças  c  >nsidenulns  e  sobro 
elln  loinc-se 

a'  b'  ■■=  /),    o    b'  c   r=rz  p^, 

A  resultante,  sempre  representada  em  gn^níleza  o  dire- 
cção iK-la  recta  que  une  os  dons  extremos,  será,  neste  casi): 

R  ==  a'  c'  ^  b'  c'  -^  a'  b*  =^  p^  —  />„ 

isto  é,  ê  igual  á  dilTorença  das  duas  forças  compt)nentes  e 
actua  no  mesmo  sentido  (pie  h  maior. 

Tomemos  um  ponlo  cpialquer  o'  e  unamos  aos  ]>  )nto.s 

a',  b\  c' ; 
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tirand  >  pelo  ponto  A  qiialtiiier,  uma  parallela  a  a'  o'  até  en- 
contrar a  (lirocalo  da  fjrça/)^»,  pelo  p:>ntode  encontro  a  uma 
pnrallí^la  a  o'  b'  até  encontrar  a  direcção  da  força  pj,  e,  final- 
ni(».nto,  por  este  segundo  ponto  de  encontro  b  uma  parallela  a 
o'  c' ;  prolongando-se 

Aa    e    Bb 

mIó  (MiC(Milrarom-se,  teremos  no  ponto  de  encontro  Oi  um 
ponto  da  direcçí\oda  resultante. 

•I'ra(;ando-se  p  >r  esse  ponto  uma  parallela  a  b'  &  ou  ós 
ronjas  dadas  o  prolonga ndo-a  atéencontrar  mi  m^ ;  tomando 
u  píu*tir  de  o  uma  grandeza  igual  a 

Pi  —  Pi 

lert*nn>s,  linalmente,  a  resultante  procurada  O /?  em  gran- 
i\r'/M.  direivAo  e  situação. 

Os  triângulos  semelhantes: 

«  o,  ô    o    o'  a'  c' 

nos  dn»>: 


<?  o, 
e  h 


o'  a' 


o'   a' 


íl     c 


j 


n 


>  1 


íl  hhI»''. 


»»•;  IrianuMilo  > 


h' 


—  (>  i- 


O   r  ft     o      b'   '''   o' 


lio  i  «IA<>: 


d<iiid<': 

|i  irlnnio! 


yW  I   illl'> 


íl    (•  o'    /l'  o'     íí' 


c  o        a'  O' 


Pi 


a  e    <  Pi  =  o'  a'    <  c  ô  ; 


<;  «,.  ?',    -     i 


ft 


''  •'.  •   ."i        / 


r'-,  I"  -^  -r  <^  <^)  -■=  '>!  tt.  /', 


íS 


í/. 


í.      f 


MECÂNICA    GERAL 


271 


Estas  relações  nos  ix^rmittem  determinar   o   ponto  de 
opplicoçao  da  resultante  de  duas  forças  parallelas. 

Suppjuliam  «  as  duas  ft)rças  actu- 
ando no  mesmo  sentido,  íig.  OW) 

Tomando  sobre  />*,  a  piírlir  do  ponto 
extremo  r,  uma  grandeza  c  a  igual  a  />£,  ^ 
e  lomanflo  sobre  pi  a  partir  do  extremo 
oppostopi  uma  grandeza  y^i  b  igual  a  a 
Pi,  unindo 


c    a    Tl 


6    a    a, 


O  ponto  de  encontro  o  das  duas  linhas 
será  um  ponto  da  dircc<;fio  da  resul-     a 
tanto,  pois  (pie  os  triângulos 


wjs  ildo: 


c  o  a 

c  o 
Pi  o 


c  a 


o  b  pi 


Pi 


rj 


Kiií.  30 


f> 


A 


^  Pi         Pi 

Consideremos  as  duas  forças  actuando  em  sentidos  con- 
trários, íig.  (31). 


(.", 


c/. 

1 
*  "  ■  •        t 

Tomando  sobre 

Pi  a 

partir  df 

C 

c 

d  --^  />, 

<» 

S' 

»bie  />•,  a  piirlir  i 

Ic  Pi 

p*. 

e  =-=  />. 

1 

*^«k        \ 
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unindo 

c    a    p^        o        c2    a    tf| 

prolongando  essas  linhas  até  encontrarem-se  teremos  em  o 
um  ponto  da  direcção  da  resultante,  ix)is  que  os  triangules : 

c  o  d    6    Pi  o  e 

nos  dao: 


0   d 

0  e 

Pi 
Pt 

d. 

Pt 

ou 

(^i    ~  Pt 
Supponhamos  n  forças  parallelas  e  no  mesmo  sentido : 

Pn  Pu  Pt*  «'c. 

applicadas  respectivamente  aos  pontas: 

íHii  «>„  m„  eie.  tíg.  (32). 


m. 


./"•« 


-/' 


X       2 


Fig.  32 

Unindo  o  pf)nt') 

e  determinando  o  ix)nlo  Ci  como  acabamos  de  fazer,  teremo?: 

>^h  ^'U  ,^    />!  +  ;^t 

donde : 

í^   -r  /^.; 
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Podemos,  pois,  substituir  as  duiis  força» 

Pt    e  P» 
por  uma  equivalente  igual  a 

[pi  +  Pi) 
appllcadaem  Ci.  Unindo 


Cj    a    w, 


e  determinando  Cj  do  mesmo  modo  temos : 

Cl  wi,  __  ;>,  +  P,  +  Pt 


donde : 

c  c  = -£i-!íI»-2í-£!- 

*     *        Pi  +  Pi  +  Pi 

Podemos,  pois,  substituir  as  três  forças 

Pa»  Pt    c    /^i 

ix>r  uma  equivalente  igual  a 

Pi  +  P«  +  pJ» 

npplicníla  em  rj.  Unindo 

r,    a    »?., 

e  prjcedcndo de  modo  idvíntic)  temos: 

Í^J^b  =  P«.±_P«^^^i_i-_Pv 

^i^a  Pv      ~    '    '' 

donde: 


C,  f ,  =    --- 


c,  wi,    <  ;)^ 


Pi  +  Pt  +  Í>3  +  Pv ' 

e  assim  successivamente  até  a  eomposl(;âo  da  penúltima 
r*:ísnUante  com  a  ultima  f(jrça  ([uc  nos  daria  o  ponto  de 
applicaçrio  da  reòultanlc  total. 
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A  resultante  seria : 


ou 


fí  Ti  +  Pi  -I-  P*  + 


R  =  Ip 


Este  ultimo  ponto  éo  qno  denomlna-3e  centro  de  for( 
parallelas,  e  como  vemo:^,  sendo  ello  independente  do  va 
absoluto  de  cada  uma  das  forças  e  do  suas  dirccçõ^,  mi 
lem-se  constante  desde  que  se  C3n:=;erve  o  para  liei  isnioc 
forças  e  as  relações  do  suas  grandezas,  qualquer  que  sij 
onlem  da  composição. 

As  relações  algébricas  entre  a  rcoultante  e  as  suoscc 
ponentes  parallelas  ()l)lèm-se  directamente  dns  eíiimo"^' 
(lue  cbegam(3S  no  cas)  das  forçais  cxjnvcrgentes  medi.ante 
liypotbeses  convenlcnles,  rc^lativas  ao  angulo  formado  \^ 
componentes. 

Consideremos  duas  forças  convergentes 


Px      G     Pi 


flí?.  (■ 


.  ^  ,      /      o  de  um  ponto  qualquer  o  Iwixcn 
/     ^^"*^--.)\,?   ns  i^erpendicularas 

//  oh    e    o  c 

Fi2.  31  sobi'(*  ns  snns  dircerões. 

O  Miigiilo  cm  o,  ,\,  eslará  ligado  ao   angulo  fornií 


por 


pela  relação 


Sendo 


Pi    o   p 


\  +  O   =  ÍSO, 


i80. 


op.)nto  6  coincidirn  com  O  i)onl.o<íea  f>rça  y/i  ooeiípn 
posição /)|',  ist  >  r,  as  dnas  tV>ri;íii3  sorào  i>ar;dlelas  e  do  nu 
sentido  e  o  angidi  0  =  0;  s.^iido  ,.\  --^  o  o  ponto  b  o>iiio 
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opjntotíeo  força /)i  occuparfi  a  pslçflo/Ji",  isto  6,  as 
í  forças  scrao  parallelas  e  em  sentidos  contrários  c  o 
jiodiísduaí 


Sedzei-mos,  pois,  nas  cquaçijes  próprias  as  forças  con- 
sentes 8=0  obteremos  as  formatas  relativas  o  ciuss  forças 
illeIflS  actuando  no  mesmo  sentido;  se  fizermcs 

9  —  iSO 

remos  as   fórmulas   relativas  à  duas  forças  parallelaa 
lanrioem  sentidos  contrários. 
Na  primeira  hypolhese  lemos : 

fi  =  P,  +  i'„  P,  d,  =  P,  ti,    íí  =  rf,  +  (/,  ; 
na  secunda  lemos: 

R  =  Fi  ~  P„  //,  li,  =  p,  d„  d  =  d,  —  d, 
Qaant-.»  á  direcção  da  resultante  os  fórmulos: 
P  I', 

stíi  ■x  =   — ^  sen  O,  síii  3  ^    —r^  sen   O 
lun  e  outro  cas)  irw  dfio: 

i'-,  n  rwnlliuite  fi  |xiraliela  rtr;  compom^nti^. 

l*or  moi'»  destas  fórmulas  rcsoivem-se  todo^i  as   fiucstões 

tivasaduas  forças  paraileias. 

Si  forem  dadas  os  componentes,  delormiiia-se  a  resul- 

c  pola  fórmula : 

R  =  r,  -Ir  P, 

joiíto  de  applicação  pelas  fúnnulas: 
''  '\   ,        ''  f'. 


274 


MECÂNICA  CLHAL 


A  resultante  seria : 


ou 


R  ^  Pi  +  Pt  -í-  P>  + 


R  =  I,P 


Esto  ultima  pontoo  o  quo  denomina-3e  centro  de  forças 
parallolas,  e  como  vemos,  sendo  ello  independente  do  valor 
absoluto  lie  cada  uma  das  forças  e  de  suas  direcçõòs,  man- 
tem-se  conslantd  desde  qno  se  CDuserve  o  parallelisino  das 
forças  e  as  relaçCSes  dv^  suas  grandezas,  qualquer  que  seja  a 
ordem  daconiix^içHo. 

As  relaçiVs  algébricas  enlre  a  resultiuite  o  as  suos  coni- 
IKinenlos  ivu^allelas  oblèm-se  directamente  ífes  equorões  a 
que  chegamos  no  ca?  >  ilas  forças  convergentes  mediante  as 
hyp  íthest^  convenionles,  relativas  ao  angulo  formado  peias 
comix^nenles, 

Co:isidertMii^s  duas  forças  onvergenles 


p 


flg.  (33)- 


c  tio  um  p.^nlo  qualquer  o  ixiixemos 
a^  porix^ndiculrires 


o  h 


o  c 


1 1:.  ;• 

o  ííUil  'lo  t  Ul   t\ 


\y^v 


\^Aa  rx^laçiV» 


S\*.hl» 


^v^*'le     s  s  :n<  dircciVíes. 

\,  os;r.:M  liT^i^io  ao   angulo    formailo 


O  I»  »ni  » ;»  TxMhMíliiw  x^  MU  v^  :^vxv»,íoa  f»r<;a  />i  <vcui>aró  a 
\\x\  .u;  \»  ■  .  .  «'i  » ^'.  >i^»  \i.í,i>  ■  '■ .  • '  -  * '  *  ivr/dlelas  e  do  mesmo 
«.xmh.xI  M^  »».\  \>M  ^         .      •        ^     ,       j  •»  p»nt>  />  coincidirá 
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com  O  p3nto  d  e  a  força  />i  occupará  a  p>siçõo  pi",  isto  6,  as 
duas  forças  serfío  parallelas  e  em  sentidos  contrários  e  o 
angulo  dos  duas 

O  =  i80. 

Se  fizermos,  pois,  nas  equações  próprias  as  forças  con- 
vergentes ô  =  o  obteremos  as  fórmulas  relativas  a  duss  forças 
parallelas  actuando  no  mesmo  sentido;  se  fizermos 

o  =  i80 

obteremos  as   fórmulas   relativas  á  duas  forças  parallelas 
actuando  em  sentidos  contrários. 

Na  primeira  hypothose  lemos : 

/2  =  P,  +  />„  P,  d,  =  P,  d,   rf  =  rf,  +  d, ; 
na  segunda  temos: 

72  =  Pj  —  P„  i>i  d^  =  p,  c/„  íZ  =  rf,  —  rf. 

Quanto  á  direcção  da  resultante  as  fórmulas : 

P  I* 

'  sen  a  =  ~-  sen  O,  sen  ft  ^    — jj-  5cn   O 
ti  it 

cm  um  e  outro  caso  n^^  dHo: 

sen  a  =  o,  sen  6  =  0, 

isto  t'*,  a  rosultante  é  parallela  ás  componentes. 

Por  meio  destas  fórmulas  resolveni-se  todas  as  questões 
relativas  a  duas  forças  parallelas* 

Si  forem  dadas  as  componentes,  determina-se  a  resul- 
tante pela  fórmula: 

R^Pi  +  P, 

o  o  i)onto  de  applicaçao  pelas  fiírmulas: 
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03n sideremos  as  duas  forças  convergentes 


^1    e    P,  íig.  (35) 

e  a  sua  resultante  R. 

De  um  ponto  qualquer  do  plano 
dessas  forças  baixemos  sobre  as  suas 
direcções  as  perpendiculares 


c  a^    c  a|,    c  a, ; 


::::^C  unindo  os  extremos 

02 


Fig.  3> 


Pu  i2    e    P, 


de  cada  uma  das  forças  ao  ponto  c  vè-se  que  o  momento  de 
cada  uma  dt^llas  ou 


P^  X  c  a^,  P,    <  c  a,.  R    <  c  a 

é,    respectivamente,  igual   ao  dobro  da  área  de    um 
triângulos 


dos 


que  Si^  oblom  unindo  os  extremos  de  cada  força  a 3  centro 
dc^  nvunentos  o,  portanto,  a  relaçã.)  tpie  existe  entre  esses 
monienlt>s  é  a  m«\?nia  qnc  a  (jue  existe  entre  as  áreas  desses 
trianguh^. 

IViixando  dos  pontos 


I\.    Pt   e    K 


as  ivrpondioulaivs 


;»       ■'         /*      *^      o     Rb 


sv^hiH^  a  rivla  »>  *  que  uno  »>  rontro  vios  monient».^  ao  ponto  de 
.MppliiMrAo  das  Cnvas,  o  tirnnlo  p v«  p^  a  recta  /^  t\  parallela 
a  i\\  toiíKvs: 


P,  r,  -  <  ii 
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Esta  Iransformaçõo  consiste  em  considerar-se  em  vez 
^CiS  forças  o  producto  de  cada  unia  por  uma  determinada 
Planeia,  proiluctoa  quedá-so  a  denominnefií)  do  momento 
'ta  força . 

A  distancia  considerada  pôde  referir-so  a    um   ponto, 

^ntro  dos  momentos,  ou  a  um  plano;  no  primeiro  caso  o 

fomento  é  o  prv)ducto  da  força  pela  perpendicular  jjaixada 

^0  ]X)nto   centro   sobre  a   sua  direcção;  \V)  S(^gundo  é  o 

Pí*oducto    da    força    pela    perpendicular,    baixada    do  seu 

í^^^nto  de   applicaçilo  sobre  o  plano  considerado;  os  pri- 

^^cinjs    dependendo    apenas    da    direcção   das  forças  sQo 

Pr*,)pj.ios  (^s  forças  convergentes,  os  segiuidos  dependendo 

^P<ínas  dos  pontos  de   applicaçrio  sõo  relativos   ás  forças 

P^rallelas. 

O  signal  de  um  tal  producto,  no  primeiro  caso,  é  de- 
torminado  considerando-sií  a  rotarflo  que  a  forçai  tende  a 
^íoppjniir  á  perpendicular  baixada  do  ponto  sobre  a  sua 
^^í*ecçâo:  si  ella  tende  a  realizar-se  da  esquerda  para  a 
<iit^oita,  para  o  observador  coUocado  no  centro  dos  mo- 
'^^ntos  o  producto  é  positivo,  e  n(ígativo  \\y  caso  contrario. 
Subordinado  a  esta  convenção,  o  momento  da  força  p^ 
*S  •  (34)  relativamente  ao  ponto  o  ou  o  producto 


(pi  X  o  aj 


*^*:^itlvo,  e  o  da  força  />á  relativamente  ao 
l^^^ito  o'  ou 


6/ 


^  - — ^>      ^ 


X  o'  &j 


O 


iieíjrativo. 


y 


No  segundo  caso,  isto  é,  no  caso  do      P^ 
*^^^tio,  o  momento  ou  o  producto  da  força  ^'°*  ^' 

^^^ci  distancia  do  seu  ponto  de  applicaçao  ao  plano  tem 
dignai   determinado   pelos  signae^    próprios   aos   dous 
^^tores. 
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O^nslderemos  as  duas  forças  convergentes 


^1    o    P,  íig.  (35) 

e  a  sua  resultante  R. 

De  um  ponto  qualquer  do  plano 
dessas  forças  baixemos  sobre  as  suas 
direcções  as  perpendiculares 


»      ^»   « 

-*'-  "■ '-'^C  unindo  os  extremos 


cV- 


Fig.  35 


P„  R    O    P, 


de  cada  uma  das  forças  ao  ponto  c  vô-se  que  o  momento  de 
cada  uma  delias  ou 

Pi  X  c  a^,  P^  X  c  a^.  R  :<  c  a 

é,  respectivamente,  igual  ao  dobro  da  área  de  um  dos 
triângulos 

c  o  Pj,  c  o  P^    e    c  o  R 

que  SC  obtém  unindo  os  extremos  do  cada  forçai  ao  centro 
dos  momentos  e,  portanto,  a  relaçíio  (pie  existe  entre  esses 
momentos  é  a  mosma  (pie  a  (|ue  existe  entre  as  áreas  desses 
triangulí3s. 

Baixando  dos  pontos 


Pi,    P,    o    R 


íts  perpendiculares 


Pj     b^,     P,    b^    e    Rb 


sol)re  a  recta  oc  que  une  o  centro  dos  momentos  ao  ponto  de 
íq)plica(;ao  das  for(;as,  e  tirando  por  /^  a  recta  P^  c,  parallela 
a  ocy  te  aios: 


Rb  =  bc  +  e  R  -=   P^b^  +  e  R 
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Os  triuiiijulos 

e  R  I\    e    &1  p^  o 

sendo  iguaes,  temos  : 

P^  b^  =  e  li, 

I)ortant>: 

Rb^  I\b,+  P,  b, ; 

multiplicando  ambos  os  mcml)ros  por  oc,  temos  : 

oc  X  lib  =  ocX  Pt  &,  +  oc  X  Pi  &i 

isto  é,  o  dobro  da  órea  do  triangulo  c  o  R  é  igual  á  somma 
do  dobro  das  áreas  dos  triângulos 

CO  P,    e    CO  P,, 

e  sendo  o  dobro  dessas  áreas  iguacs  aos  productos  que  repre- 
sentam os  momentos  das  forças  correspondentes  relativa- 
mente  ao  ponto  c,  temos,  designando  por 

as  perpendiculares  baixadas  do  centro  sobre  cada  uma  das 
forças  : 

R  X  r  ^   P^  X  p^  +  P,  X  p^ 

Se  o  ponto  c  fosse  tomado  entre 

Pj    e    12 
ou  entre 

P,    e    72 

a  c onstrucçao  seria  análoga,  mas  a  altura  do  triangulo  corre- 
spondente á  resultante  serio  igual  á  diíTervBuça  das  alturas 
correspondentes  ás  componentes,  e  tendo  todos  elles  uma 
)>ose.commum,  a  linha  que  une  o  centro  dos  momentos  ao 
ponto  de  applicaçáo,  teríamos,  nos  dois  casos: 

Rr  -  Pj    p4  -  P.p..    Rr  ^  P,  p,  ^  P,  p, 
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O  nioincnloda  resalíanle  de  duas  forças  concergmie 
I  oíSy  itjunl  ('(  somma  ahjebjica  dos  momentos  das  cc 
ponentcs. 

Tnl  é  o  tlieoremn  de  Varignon. 
Q)nsideremos  as  duas  forças 

1\    e    l\ 

e  a  sua  resullante  R  (íi^?.  30). 

Sejiím 

Gt,    ?    e    Y 
os  ângulos 

P,  o  r,    R  o  c    e    P^  o  c 

íiue  formam  respectivamente 

aim  a  linha  oc  que  une  o  pc 
de  applic8çõo  o  ao  centro 
momentos  c. 


c 


r^-'VÍ!.-'    y  /  w    \  p 


•fj 


Fig.  33 

Temos : 


2  área  f\  11  o  c  =  2  área  ,  \  P^  o  c  -{■  2  arca    \  P,  oc 


OU 


^r  =  P,  7>i  +  P.  P., 


OU,  representantlo  oc  por  a  ; 

a,  R sen  3  =  a.   P,  íé»»»  a  +  a  P,  íím  y 

Considerando  a  peri^endicular  oA  &  Unha  oc,  e  dessa  i 
pi;ndicular  um  ponto  qualcpier  c'  temt^j  entre  03  monioi 
das  forças  consideradas  relativamente  a  esse  iK>n(o  : 

R  <  c  c;  =-  p,  <  c'  c/  +  p,  <  c'  c; 
Mas  os  triângulos  rectouírulos  : 


•  ^  / 


c    c/  o,     c    Cj    o,     c    r,    o 
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nos  dílo,  representando  pir  a'  a  linha  que  une  o  ponto  do 
opplicaçíio  ao  novo  centro  de  momentos : 

c'  c,'  =  a'  X  coí  p,     c'  c,'  =  a'  cos  «,    c'  c,'  =5  a'  cos  y, 

Sí-il>stituindo  estes  valores,  temos: 

a'  R  cos  3  =^  o'  Pj  C05  a  +  a'  P,  cos  y 
7Í  C05  p  =  Pj  C05  a  +  P,  coj  Y 

Estes  resultados  nos  mostram  que  se  relativamente  a 
n^iolquer  dos  pontos  da  linha  oc  a  relação  que  existe  entro 
*^  momentos  das  forças  ó  a  mesma  que  a  que  existe  entre  as 
^*^eas  dos  triângulos  que  se  obtém  unindo  o  centro  dos  mo- 
^^"^^ntos  c  aos  extremos  de  cada  uma  das  forças,  relativa- 
^^ente  a  qualquer  dos  pontos  da  recta  oc\  i)erpendicular 
^  oc  no  ponto  de  applicaçHo,  essa  relação  é  a  mesma  que 
^^  C|  no  existe  entre  as  projecções  das  mesmas  forças  sobre 
^^  t*€cta  que  une  o  seu  ponto  de  appli(;açXío  ao  centro  dos 
'^'^  o  mentos. 

Sendo  o  ponto  c   e,  portanto,  a  recta  oc  inteiramente 

'^^l-íitrario,  isto  é,  podendo  cSvSe  ponto  ser  um  ponto  qualquer 

^^^  plano  das  forças,  conclue-se  que  relativamente  aos  pontos 

^^  plano  os  momentos  das  forç-as  podem  ser  successioamente 

^apresentados  pelas  rtreas   dos    triângulos   que  se  obtém 

^^iiiiido  o  centro  dos  momentos  aos  extremos  das  forças  ou 

l^las  projecções  destas  sobre  a  recta  que  une  este  centro  ao 

I^tito  de  applicaçõo  das  forçí:is. 

Sobre  qualquer  destes  dois  aspectos  que  se  considere  os 

fomentos,  a  lei  do  parallelogrammo  das  forças,  como  vamos 

^'or,  nos  mostra  que  relativamente  a  um  ponto  qualquer  do 

Vlono  o  momento  da  resultante  6  sempre  igual  á  somma 

algébrica  do  momento  das  componentes  uma  vez  ol>servada 

Q  convenção  dos  slgnaes. 
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A  tradiiO(;ãj  algel)rica  da  loi  do  i>arallelogranimo,  iifjs* 
drt  : 

sendo  o  angido  formado  pelas  duos  forros  : 

0  =  coPi  —  CO  P,  —  Cl  —  Y 
i2«  «  Pj«  +  p,«  4-  ^  Pj  p^  Icos  a  C05  Y  +  í«rt  «  íen  y) 

OU  : 

R'    Isen*  ?  +   cos*  ?!  =i\«   Isen*  a  +  cos»    a|  -f 

+   P/  jítfn*  Y  +  ^^'*  Yj  +  -  ^1  ^t  ^^^  a  cos Y  +  5  Pi  P|  sen  a  s<j»  y» 
7Í«  (sen*  p  +  CO.S»  s|  ^  íp^  scii  a  +  P,  sôn  y)*  + 
4-  [P,   C05  t  +  P,  cos  Yj 

d«»iid(' : 

A»V<(*,,«;í_  //>,  it.fl  a  +  P,  5e*í  y)  =  í^i   C05  a  4-  P,  cos  y)     — 

« 

iiuilliplitvuul  >  amb  »s  os  membros  p>r  c^-,  temos  : 

,4»  /^»*  y,.,,-  -^  —   j  Pj  (I  yc»N  a  +  P,  a  s^n  y)    — 

_  1 />,  (1  (',,>«  t  +  I\  ,í  í^i»'  vj    +  fl«  /<«  cos*  a  =   O 

iltHldc  : 

.,•  /;•  .t..,.«  i  —  ll\  ,1  5(n:  X  +  I\a  seu  Yj   =  í>, 

„•   /;•  ,',•.'    ;.  —  I  /\  .:  A  »•  1  +  I\  ii  cos  y\     =   o 
nli: 
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que  como  vimos  é  equivalente  a 

2  área  /\R  ò  c  =  2  arca  A  ^i  o  ^  +  ^  <^^^o,  í\  P^  o  c^ 

e: 

a  R  cos  fí  =^  a  P^  cos  %  +  a  P^  cos  y 

isto  é,  quer  considerados  representados  pelas  úreas  dos  tri- 
ângulos^ quer  pelas  projecç/3os  das  forças,  o  momento  da 
resultante  relativamente  a   um   ponto  é  sempre   igual  & 
somma  algébrica  dos  momentos  das  componentes . 
Consideremos  um  numero  qualquer  de  forças: 


II 

Representando  por  Ri  a  resultante  de 

por  fí^  a  resultante  de 

^1    o    P3  , 

por  /?3  a  resultante  de 

R^    o    P4  ,  ele, 

e  jior  lia  resultante  das  forças 

12      e      P 

n-2  n 

ou  de  todas  as  forças  consideradas  ;  designando  respectiva- 
mente por 

as  perpendiculares  baixadas  do  centro  dos  momentos  sobre 
cada  uma  das  forças  c  por 

as  perpendiculares  que  se  referem  ás  resultantes,  temos  : 

^1  n  =  PiPi  +  P,  Pt 

R,  r,  =  R,  r,  +  P,  p, 
R,  r,  .-=  7?,  r.  +  P,  p. 


i2r=72r        +    p       p 

n— 2     n-2  n— 3      n-3,  u     i      n— l 

R  r  »  R        r        +  P    p 

n^2     n— fl  n     n 
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Sommando  membro  a  membro  todas  cslas  Igualdades, 

temos: 

i?i  '•,  +  ^1  ^t  + +  ^    o  *■       +  Rr  =  P,p^  + + 

+  P       p        +P    p    +  R,r,+  R,r,^- +  R        r 


donde : 


i2  r  «  P,  Pi  +  P,  p,  +  P,  i>,  +  +  P    2> 

n      n 


OU : 


/?  »•  —  2  P  p. 


isto  i^,  o  momenlo  da  resultante  das  n  íovços  é  igual  á  somma 
ikx*^  momentos  das  n  componentes. 

i  >s  momentos  referidos  a  um  plano,  como  dissemos,  sfio 
riHativos  íis  forças  ixirallelas.,  pois  que  in<lependentes  da 
dii^^^ao  das  forças  sul.>ordinam-se  apenas  ao  seu  i>onto  de 
applicaçAo. 

Nosto  sogun«l'»  género  do  momentos,  como  no  primeiro, 
o  mt^monto   da    rt-suilanto   do   um    numero   qualquer    de 

foivas  parjU'  las  ^  igual  á  somma 


"  alirebrioa  d  ^s  momentos  das  com- 


^-  '  ponontts. 


V 


C 


L 


Consideremi>s  duas   forças   pa- 
n\lielas 


-  \ 


c  .  r,   e   P, 


1'    - 


e  a  sua  resultante  R  (fig.  37). 

IVi.xando  d',^  pintos  de  appli- 
ca'\»o 

ri..  rí,         iw,. 


a  ivM^pou  ^ci:l;.!vs 


I » 


■.  * 
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sobre  o  plano  dos  xy,  representando  essas  perpendiculares 
respeclivamenie  por 


*i. 


*» 


'1» 


e  tirando  por  rrii  uma  parallelo  m^  d  a  recta  a&,  temos: 


n 


m^  »i,  m,  m^ 


Pt 


7)1 1  m 


wíj  m 


m  e 


donde : 


Mas  sondo 


i2  X  r>i  e  =»  P,  X  w»,  íí 


m^a  =  e  c  '=^  d  b^ 


(1) 


tein<3s: 


i2  X  ec  =  Íp,  +  P.j    <?c  ==  Pj  X  »í|  a  +  P,  X  í/  ^ 

sommando  as  igualdades  (1)  e  (2),  temos  : 

12  ime  4-  ec\  ==   P,   >:  wi,  a  +  P^  í  m,  d  +  í/6  j 


(2) 


oii  : 


nz  =  i\  z,  +  /»,  j, 


isto  é,  o  momento  da  resultante  rclativimiente  ao  plano 
d'JS  J'U  é  igual  á  S3mma  dos  momentos  das  comi)ononles 
relativamente  ao  mesnKj  plano. 

No  cnsíj  em  (pio  as  for(;as  sfjnni  em 
seiitid<3S  contrários  (lig.  38),  temos  : 


ou 


m,  e 

— 

m  ))?, 

9)1 1  d 

m  rwj 

5,-   z 

-- 

p. 

-i  —  ^ 

p. 

donde  : 


li  o   a 


Fi '.  3j 


isto  í>,  O  moment )  da  resultante  de  duas  foreao  parallelas 
actuando  em  sentidos  contrários  ó  igual  á  dinerença  dos  mo- 
mentos das  componentes. 
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Podemos,  p)is,  concluir  de  iim  modo  geral  que  o  mo- 
mento da  resultiuitede  duas  forças  parallelasé  igual  á  somma 
algébrica  dos  m  mientos  das  componentes. 

Suppondo  os  pontos  de  applicaçíio  das  f  >rças  não  mais 
situados  de  um  mesmo  lado  do  pi  o  no  dos  .r/y,  ix)rém,deum 
mod )  qualquer  em  relaçilo  a  esse  plano  o  referindo  todo  o 
systema  a  um  novo  systema  de  eixos  coordenados  paralleU:>s 
aos  primeiros  e  a  uma  distancia  d  tal  que  todos  os  isentos  de 
applicaçílo  a  elle  referidos  tenham  as  coordenadas  ^^  posi- 
tivas, representando  estas  ordenadas  por 


resulta: 


R  Z'    ^    P^    z"  +   P'  Z"* 


Sendo: 

R^  P,+  P, 

teremos,  multiplicando  esta  relaçu  >  por  d : 

Rd  ^  P^  d  +  p,  d 

Sulítraliindo  membro  a  membro  estas  duas  igaaMa<kt=?, 
n^snlta  : 

R     j:'-./)   -.  I\    j.    ^d]    -f  P,   (^"  -^/). 

SiMido  : 
tiMuos  ; 

INnuíHhlo  \K\\\i  \Ai\\h)  d  >s  \\\  ^luontos  o  plano  dos //j  on 
o  pl,.n<>  d  »s  ; : »  l<  r  iiubv-:  dr  m  »d  »  a?ialv>^«->  : 

'»  '    »       •      í       /   *    .  ..  -  Px      \    T    Pi    *^',. 
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Consideremos  um  numero  qualquer  n  de  forçns.  Combl- 
nando-as  duas  a  duas  chegaríamos  as  equações  : 

Rx'  -=  P,  í-,  +  /\  a^,  + +  P    í'    =2/^0? 

n       n 

ny'  =  P,  j/'  +  /'.  y.  + +  P   y   =  :l  Py 

n       n 
Ri'    =   P,    Z,    +    P^    Z^    +    +    P      5   =    V    p^ 

n      II 

as  quaes  nos  dâopara  coordenadas  do  ponto  de  applicaçHo 
Ja  resultante  total  ou  dj  centro  de  f  .)rças  parallelas  : 


V  Px 

y'  - 

:LPy 

R 

*  > 

V  P:; 

R 

ou  • 

2  Pa? 

2/'   - 

Y.  Py 

V  P 

,  *'  - 

V  Pj; 

V  P 

por  ser  : 

72  -=  P.  +  P.  +  P3  +  ctc,  =  V  p. 

Seo  centro  ncliar-s(^s;)bre  um  dns  planos  coírdeiiados  a 
e  |nn(Nlo  (N)rreoi>ondente  n  co  >rdenada  i)orpendiculara  cssíí 
]>!nn  » será  nulla  :  s<»  }í(rljar-so  sobre  um  dur-i  eixos  as  duas 
I  qiineões  (rorríVftpnihlonlos  aos  ouli*os  dois  serão  imlir.s. 

AprociaílííS  como  aca])uni'>s  d<'  Inzor  os  dois  gíMKTos  de 
iiionientos,  relatlvamonlc  a  um  ponto  e  a  um  j)Iano,  vamoò 
agora  considerar  o  caso  dos  m  amentos  tomados  relativa- 
mente a  um  eixo,  cujiiS  consequências  lêem  muita  ai>plica- 
rflo  natheoria  do  movimento. 

&)nsideremos  uma  força  P  Drmando  com  Ires  eixos 
rectangulares  os  ângulos 

a,        [',       o       Y 

c  applíenda  a  um  ponto  cujas  coordenada.;  sejam 

o's      V      e      3. 
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Decompondo  a  força  P  em  três  outras  parallelas  aos 
eixos  as  expressões  dessas  componentes  seroo  respectiva- 
mente a  cada  eixo: 

X  ou  P  cos  a,      r  ou  P  cos  p,      ^  ou  P  cos  y 

Projectando  estas  componentes  sobre  um  dos  planos  co- 
ordenndos,  o  dos ufj,  por  exemplo,  a  componente  parallela  ao 
eixo  dos  xr  terá  uma  projeC(;ri{)  nulla  e  as  outras  duas  pro- 
jectar-se-hao  em  verdadeira  grandeza . 

Baixando-se  da  origem,  perpendiculares  a  estas  duas  pro- 
jecções, a  peri)endicular  relativa  a  projecção  de  X  será  igual 
a  f/  c  a  relativa  a  Y  igual  a  x,  de  sorte  que  se  tomarmos  os 
momentos  destas  forças  em  relação  á  origem  teremos  i>ara 
seus  valores,  observada  a  convenção  que  regula  os  signaes  : 

—  Xy  ou  —  y  P  cos  a    e    Yx  ou  oa  P  cos  fí . 

Para  as  projecções  sobre  o  plano  dos  cT^,  teríamos  : 

Xz  ou  zP  cos  %    e    —    y^jc  OU  —  jo  P  cos  '{ 

e  para  o  plano  dos  y::^  : 

Zy  OU  y  P  cos  y    c    —  Yz  ou  —  3  P  cos  S. 

Sendo  a  proj(^cçí1o  de  P  sobre  cado  plnno  a  resultante 
das  jírojrcçõtjs  desnns  «-oníp oiicntes  8õl)r(M)  niesnio  plnno, 
í-iC  represou  ta  i*nios  por 

os  momentos  das  projecçOos  da  força  considerada  S(j]jre  cada 
um  dos  planos  dos 

2>j,         zx         o         xy, 

teremos : 

;  l~Zy^  Yz  -  y  P  cos  y  —  z  P  cos  ft  =P  i  y  cos  y  ^  c  cos  S  J 
(A)  ,  ''i  "==  Xz  —  Zx  ^-='  z  P  cos  %  —  jj  P  cos  Y  =  P  (  -  cos  y.  —  x  cos  *(  1        í 
Yx  —  -V//  —  .c  P  cos  (5  —  //  P  cos  rA  ^--  P  (  ->-  cos  '^j  —  y  cos  ot  j 
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As  quantidades 

denominam-se  respectivamenle  momentos  da  força  P  em 
relaçdo  ao  eixo  dos  .r,  d  33  //  e  dos  ;r. 

Assim,  pois,  o  momento  de  nma  força  relativamente  a 
um  eixo  vem  a  ser  o  momento  da  projecção  dessa  força  sobre 
um  plano  perpendicular  a  esse  eixo,  tomado  relativamente 
ao  traço  do  mesmo  eixo  no  plano  de  projecçflo. 

Consideremos  agora  o  momento  da  força  P  relativa- 
mente a  um  eixo  qualquer  7'  passando  pela  origem  das  c<X)r- 
denadas,  e  formando  com  os  eixos  os  ângulos  A,  J3  e  C. 

Sendo  j?,  y  e  j  as  coordenadas  do  ponto  de  applicaçâo 
da  forçii,  e  a,  p  e  r  os  ângulos  que  esta  forma  com  os  eixos 
coordenados,  temos  para  expressão  dos  momentos  relativa- 
mente a  esses  eixos : 

l'  ==  P  (y  cos  y  -^  z  cos  íi) 
m'  =  P  (z  c  jS  OL  —  X  cos  y) 
n'  =^  P  (x  cos  ^  —  y  cos  a) 

Representando  por  o  o  angulo  formado  ix^la  força  P  com 
o  eixo  rdos  momentr)S,  n  menor  distanrja  entre  os.sas  duas 
rectas  passando  uma  ix*!.!  ori^^tMii  nos  será  dada  pela 
formula  : 

(v  cos  Y  —  s  cos  6)  cos  A  -f  (1  cos  ot  —  a?  cos  y)  cos  D  + 

sen  O 

4-  (f  cos  3  —  y  cos   a)  cos  C 
ssn  O 

__  l'  cos  A  +  n.'  cos  B  +  n'  cos  C 

P  sen  O 

Como  P  sé»/i  e  represi^nla  apr.»jecçõo  da  força  solmMim 
iriano  perix?iidicular  ao  eixo  T  t«  remos  i>ara  expressão  de 
seu  momento  relativamente  a  esse  eixo 

l^  1^  P  sen  H  h 
Meca  o  ic  A    19 
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Substituindo  h  pelo  seu  valor,  temos,  finalmente,  para 
expressão  do  momento  da  força  relativamente  ao  eixo: 

/j  =  V  cos  A  +  m'  cos  B  -\-  n'  cos  C 

Esta  formula  no3  ix^rmitte  determinar  o  momento  de 
uma  força  relativamente  a  um  eixo  qualquer  desde  que  se 
conheça  um  ponto  desse  eixo,  os  ângulos  que  elle  forma  com 
os  eixos  coordenados  a  (pie  refere-se  a  posição  do  ponto  e  os 
momentos  da  força  relativamente  aos  mesmos  eixos. 

Considerando  um  numero  qualquer  n  de  forças : 

p    p     p         p 

n 

representando  respectivamente,  por : 

n  n  n 

os  seus  momentos  relativamente  a  um  systema  qualquer  de 
eixos  coordenados  rectangulares,  e  fazendo 

'i  +  /,+...+/=»/>  ou  L  =  V  p  (^  cos  Y  —  4r  cos   B) 

n 
m^  +  »)i,  +. . .  +  »i  =>  M  OU  A/  —  ^  P  (j  cos   a  —  x  cos   y) 

»'i  +  "*  -!-•••  +  »'  ~  ^^  o\i  N  =>  }^  P  { :'■  cos   3  —  y  C05  a ) 

n 

O  uionKMilo  il/d(^  todas  r.s  forras  rclativamonte  ao  mesmo 
eixo  7'ci>nsiiUrad(\  será: 

.U  ^  L  cos  A  +  M  cos  B  +  X  cos  C 

Por  const^^uinti^  dndas  as  sommas  dos  momentos  de  um 
s\>t  Mua  do  ftMvas  ivlatlvamonto  a  tres  eixos  cooi*denados, 
oblvM\i-si^  a  sonnna  <l'>s  monient  »s  das  mesmas  forças  em 
rxIaçAo  a  uni  ri\o  qualpu  r  multiplicando  as  tre.^  sommas 
rosp(H'li\an\tMUr,  pdos  iw^iiu^s  dos  ângulos  formados  ]Xílo 
ei\  >  dos  n\omrnlos  i*oin  os  i  i\os  oó»rdo nados. 
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Representando  A  o  angulo  que  o  eixo  T  dos  momentos 
forma  com  o  plano  dos  ci?  í/,  c  por  Ai  o  angulo  que  forma  a 
sua  projecção  sobre  este  plano  com  o  eixo  dos  x  temos  : 

cos  A  «=s  cos  A  cos  Al»      ^0^  ^  •■='  ^^^  Al  ^^^  /\      ^^^  ^  =  ^<^'*  /..\ 

substituindo  estes  valores  temos   para  expressão  do  mo- 
mento : 

(e)  M  =  L  cos  A  cos  Al  +  ^  s^*^  Al  C05  A  *=  -^  s^^  A 

Variando  o  momento  das  forças  com  os  ângulos  A  c  Ai 
c  portanto  com  A,  /i,  C  vejamos  dentre  todos  os  eixos  pas- 
sando pelo  mesmo  ponto  qual  aquelle  para  o  qual  essa 
somma  de  momentos  é  um  maviniiim» 

Differenciando  em  relação  a  Ai  c  Igualando  a  zefo  o 
coeflíiciente  differencial  temos : 

—  L  cos  A  ^^^  Al  +  ^^  cos  Al  cos  A  =  o        • 
donde : 

*9  A,  =  -£ 

Relativamente  a  A>  temos  : 

—  L  sen  A  cos  /\j  —  3/,  sen  A  sen  At  +  ^  cos  /\  ^=  o, 

donde  : 

ty  A  ^  cos  /\,  +  t(j  A  ^^  sen  Ai  =  -^ 

Elevando  ao  quadrado,  temos  : 

V  A  (  L  cos  Al  +  ^sen  Ai )'  «  A^* 

donde  : 

tu*  A  = 


("  L  coí  Al  +  -^  ccii  Al  )* 


iV* 


/.*  C05*  Al  ^i^  sen*  ^,  +  ;^  A  .V  5Cfi  Ai  cos  A* 
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dividindo  ambos  os  termos  da  fracção  por 

COS^   Al 

resulta : 


^9^  A  =-Fl       ^-* 


N*  (i  +  tg'  AJ 

L«  +  il/«  tg*  ^,+  2  L  Mtg  /^,, 

substituindo 

to  Al 
pelo  seu  valor,  temos  : 


^'  (i  + 


.*    ]      _      N'  (  L*  +  AP  ) N*_ 


Li 

portanto 

^9  A  = 


To  os  sijo  os  vnloros  do 

que  correspondem  ao  momento  maxinuini, 
Sul)SlitaiiKlo  (^stcs  valores  na  fórmula  : 

í  í 

coz^  A  =  cos*  /\  co>*  Al  =~j — ; í-~t — ♦  X 


temos  : 

,  , V 

iiorianto 

cos  A 
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Substituindo  03  mesmos  valores  na  expressão  do 

cos  Bf 


temos  : 


cos^  B  =  sen^  i\,    cos*  A  == j X     y  ^^  ^^,  ^^ 


í  4-    — 

donde  : 

COS  B  ==- 


8 


Da  mesma  maneira  teremos  para  C  : 

N 


cos  C  =• 


C  L«  +  Aí*  +  -Y"  ;  JL 

8 


Taes  sâo  os  valores  dos  ângulos  -ri,  i?,  C,  formados 
com  os  eixos  coordenados  polo  eixo  T  dos  momentos,  que 
correspondem  á  somma  de  momentos  maximum, 

Sutetituindo  estes  valores  na  expressão  {e)  do  momento 
e  designando  por  K  o  momento  maxinmm,  temos  : 

(e' )  K*  =  L*  +  M*  +  N* 

Substituindo  o  valor  de  A'  dado  por  esta  relação  nas 
expressões  de 

cos  Á,  cos  B  e  cos  C, 

resulta : 

( e" )         cos  A^^  — r^^ — ,    cos  B  =— r? — ,     cos  C  = 


K     '  A'     '     ^^    ^  K 

Tomando,  pois,  sobre  os  três  eixos  coordenados  a  partir 
de  origem,  comprimeritas  proporcionaes  aos  momentos 

L,  M  e  N 

e   sobre  essas  três  rectas  construindo  um  parallelepipedo, 
a  re!oç/jo  fe')  nos  mí>stra  que  a  diagonal  desse  parallelepi- 
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pedo  representará  a  grandeza  do  momento  maxinium,  e  as 
relações  (e")  nos  mostram  que  essa  diagonal  AT  será  o  eixo 
T  desse  momento. 

Representando   por   ô   o   angulo  formado  pelo  eixo  2' 
com  um  outro  eixo  T',  por 

A\B'eC' 

os  ângulos  formados  por  este  segundo  eixo  com  os  eixos 
coordenados,  temos : 

cos  6  =a  cos  A'  cos   A  +  cos  B'  cos  B  -{-  cos  C  cos  C  = 
=cu5  A — 5s — }-  cos  R  ^-^ 1-  cos  Cr 


donde 

A'  coí  6  =  L  cos  A'  +  A£  cos    B'  +  N  cos  C* 

Representando  a  somma  de  momentos  do  segundo 
membro  por  E  resulta  : 

E 

cos  o  =  — p — 
A 

donde 

E  =  K  cos  Q  (  c  ) 

\*ariand )  a  sonima  dos  momentos  relativamente  ao 
novo  eixo  com  o  angul<i  O,  desta  fórnuila  onehiimos  :  que 
de  Uxlos  os  eixo.Miue  passam  pelo  mesmo  iX)nto,  o  eixo  de 
K  i^  aquolle  (jue  oornsponde  a  uma  sommtx niai irnuni  ;  que 
a  somma  dos  momentos  é  a  mesma  j^ara  todos  os  eix^DS 
quo  formam  um  mesmo  angulo  com  o  do  momento  wa- 
ximum,  et>nstituiniio  todos  os  eixos  para  os  quaes  corre- 
sponde uma  mesma  somma  do  momentos  uma  sui)erflcie 
eouiea  di^S(M*ipla  em  loru<>  do  oixo  úo  modimuin  com  o  an- 
gulo oomuuun  ;  k\\\c  a  sonuua  de  momentos  vai  diminuindo 
â  prop  nvAo  quo  o  api»ro\inu\-se  do  VX)^'  e  é  nulla  quando 
osto  angulo  allinge  esto  vnlor,    isto  ó,  ixira  lodos  os  eixos 
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que  acliam-se  em  um  plano  perpendicular  ao  eixo  do  ma- 
xiniuni)  que  para  todos  os  eixos  parallelos  ao  eixo  corre- 
spondente á  somma  maxímuni  a  somma  dos  momentos  6  a 
mesma,  finalmente  que  lodos  os  eixos  parallelos  ao  eixo  do 
inaximum  gozam  da  mesma  propriedade,  pois  para  todos 
elles  E  =  K. 

Imaginando-se  pelo  ponto  a  que  referem-se  T"  e  K  um 
outro  eixo  T\  no  mesmo  plano  dos  dois  e  perpendicular  ao 
eixo  T',  o  angulo  que  este  novo  eixo  forma  com  K  sendo 
complemento  de  o,  teremos  para  a  somma  dos  momentos 
referidos  a  elle  : 

Elevando  ao  quadrado  as  equações  (c)  e  (c'j  e  soman- 
do-as  membro  a  membro,  temos: 

K*  =  E'  +  E^* 

O  momento  ou  a  somma  dos  momentos  maximutn  é 
representado,  p:jis,  pela  diagonal  de  um  triangulo  rectân- 
gulo cujjs  lados  sao  prop >rcionaes  aos  momentos ii'  e  Et. 

Supponhamos  agora  a  origem  O  do  systema  de  coorde- 
nadas a  (jue  está  referido  o  systema  de  forças,  transportada 
para  um  outro  ponto  O^  cujiís  coordenadas  em  relação  aos 
eixos  primitivos  sejam: 


(  o;',  y\  z'  j 


Para  termos  o  momento  de  qualquer  das  forças   relativa- 
mente a  novos  eixos  testa  substituirmos  nas  fórmulas  (A) 


^^  y,  ^» 


respectivamente  por 


(  «-^'  ),   [y-y']e\^z^z'^ 
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O  ([úc  lios  dá: 

P  {  y  cos  y  ^  z  cos  ^  j  =  /  —  P  í «'  co5  [i  —  /  cos  y  1 
P  {  5  cos  ot  -^  X  cos  y  \  =s  m  —  P  Ix'  cos  y  -^  i'  cjs  i  j 
P  [a?  cos  p  —  y  cos  oi  j  =  n  —  P  íy'  cos  «  —  a;'  cos  ji  j 


ou: 


Designando  por 


OS  momeiílos  do   toias  as  forças  em  relação  aos    dovos 
eixos  por 

L,  M,  h\ 

como  anteriormente,  03   momentos  dessas  forças  em   rela- 
ção aos  eixos  primitivos  e  por 

a  s  )mma  das  componentes  parallelas  a  estes  eixos,  teremos: 


(B) 


/     L'  =  L  -  I  Yz'  -  Zy'     \ 
I  iir  =  Aí  —  I  Zx'  —  Xz'   j 

iV  =  iv  —  1  a;v'  —  y^'   ) 
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Se  as  forças  que  C(.:)nstitueni  o  systema  consideraflo  forem 
iguaes,  parallelas  e  dirigidas  em  sentido  contrario,  sem 
serem  directamente  opposlas,  as  componentes 

scr(i<3  nullas,  e  estas  formulas  nos  mostram  que  nesse  caso 
os  valores 

L',  3/',  e  N' 

s£io  independentes  das  coordenadas 

«',  y'  e  z' 

do  ponto  Oi,  de  moJo  que  a  grandeza  do  momento  maxímuni 
e  do  seu  eixo  nflo  variam  com  a  posiçíío  deste  ponto.  Em  todos 
os  outros  casos  o  momento  niaxi/num  varia,  e  nós  vamos 
procurar  determinar  quaes  os  pontos  para  os  quaes  ellc  6 
um  minimuniy  isto  é,  vamos  determinar  o  momento  mini" 
muni  maximoruni. 

A  expressõo   do   momento  maximuni  para    os   novos 
eixos  é  : 

K,^  =  Il-^Yz'  +  Zy'  y+  Íj/—  Zx'+Xz'V  +  In+  Yx' -^  Xz/T 

DifTerenciando  em   relaçAo  x\   e  igualando  a   zero  o 
coefflciente  differencial,  temos: 

— [aT  —  Zy^  +  XÁZ  +  (.V  +  Yx'  Xi/jr  =  o 

ou  : 

X'  í  Z*  -h  y*    Y^Zií-^  ZXs'  +  YN^  XYy'  =»  o 

Sendo : 

/i«  «=  X*  +  y«  +  if», 

resulta 

(I)  72 V  -.   X  l  Xy/  +  Yi/  +Zz    \  +  MZ ^  AV 
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Differenciando  em  relação  a 


!/'  « -', 


teriamos  de  modo  idêntico: 


(2)  fíV  =  Y    í  Xx'  +  Yy'  +Zz'\    +  NX  +  LZ 

(3)  R^z*  =  Z   ixx'  +  Yy'  +  Zz'  \   +  Ly  —  MX 

Multiplicando  a  primeira  por  X,  a  segunda  povYei 
terceira  por  Z  e  somniando-as,  obtem-se  uma  equação  Iden 
tica,  o  que  nos  mostra  que  das  trcs  equações  (1)  (2)  e  (3)  s( 
duas  delias  são  distinctas  —  Estas  duas  do  !<>  gráo  em 


»;'  1/'  ô  5' 


representam  as  equações  de  uma  recta  que  vem  a  ser  o  logar 
dos  pontos 


•'  ..'  •' 


^  .  2/ .  - 


ou  dos  centros  dos  momentos  para  os   quaes   o   momento 
maximiun  é  um  mínímuni.  A  primeira  equação  nos  dá: 

Substituindo  este  valor  em  (2): 

expellindo  o  denominador  e  attendendo  (lue: 

i2«  —  ^-  =  X*  +  y* 

temos  : 

iv  -  X  y  +  r  .' =  ^iAi^^t^I-±JÍ^        ^ 
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Eliminando  a  mesma  quantidade  entre  a  primeira  e 
a  terceira  e  entre  esta  e  a  segunda,  obter iamos  de  modo 
idêntico  : 

Estas  três  equações  representam  as  projecções,  sobre  os 

três  planos  coordenados,  da  linha   logar  geométrico  dos 

centros  correspondentes  ao  momenio  minimunimaximorum. 

Elevando-as  ao  quadrado  e  sommando-as  membro  a 

lembro,  temos  para  expressão  deste  momento  : 

{LX+MY+N^y 


ou 


L  X  +  MY  +  N  Z 
K    ^ (4) 


Pora  determinar  a  sua  direcrâo,  designando  por  a',  fi'  e  y 
^  ^iigulos  formados  pelo  seu  eixo  com  os  eixos  coordenados 

cos  «    ^  — ,  cos  fi    ^—^cosy^  — 

^^^Iquer  que  seja  o  centro  dos  momentos. 

^Substituindo  V  e  A'  pelos  seus  valores  (B)  e  (4),  temos  : 

L  --  Y  z'  +  Z  i'  R  (L^  Y  z'  +  Zy'  ) 

LX-\-MY-\-NZ  L  X  +  M   Y  ■\-  N  Z 

li 

A  equação  {a'')  nos  dá  : 

,>(/.-   Y  y  +  Zy-)^  XjLX  +  MY  +  NZ) 


^stitiiiiido,  temos  : 


cos  a  =  — p  ; 


3ÍX) 
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do  modo  idêntico  acharíamos  : 


cos  fi' 


ir  '''^  --R 


Elites  valores  ikjs  mostram  que  os  eixos  de  todos  os  nK)* 
mentos  mínima  cujo  valor  commum  é  dad>  pela  fórmula 
(4),  sâo  parallelos  entre  si  e  a  direcção  da  resultante  /?. 

í 5s  resultíidos  que  acabamos  de  obter  sõo,  comovamos 
ver,  os  mesmos  quando  onsideramos  os  momentos  repre- 
sentados por  uina  área  plana. 

Supponhamos  o  m  jmonto  de  uma  força  P  representado 
pela  área  de  um  triangulo  tendo  um  dos  vértices  como 
centro  dos  momentos.  Projectando  este  triangulo  sobre  um 
plano  horlsontal  ó  sempre  possível  tirarmos  por  um  de  seus  j 
verticc3  uma  parallela  ao  plano  de  projecção,  e  esta  linha 
deomporA  o  triangulo  oiLSíderado  omdous  outros  de  base 
parallela  ao  plano  de  projecção.  A  questão  de  determinação 
da  projecção  de  um  triangulo  qualquer  sobre  um  plano  fica 
assim  referida  á  doterminaçilo  da  projecção  de  um  triangulo 
cuja  base  6  parallela  ao  plano  de  projecção. 

O^nsiderandt),  pois^  o  triangulo  T  nesta  situação  relati- 
vamente ao  plano  do  projec(;ão,  baixando  de  seus  vértices 
perpendiculares  sobre  este  plano,  tomando  para  base  o  lado 
parallelo  a»)  plano  e  pelo  ponto  de  intersecção  da  altura  a  do 
triangulo  projectado  com  a  sua  base,  tirando  uma  parallela â 
altura  a'  do  triangulo  projecção  T\  o  angulo  formado  por 
esta  parallela  com  a  altura  a  será  igual  ao  angulo  ?  dos 
triângulos  To  T .  Sendo  a  l)ase  de  T  parallela  ao  plano  de 
projecçãíj,  esse  lado  é  igual   ao  correspondente  no  trian- 
gulo T\  de  sorte  que  as  ãreas  de  T  e  T  estuo  entre  si  como 
as  alturas,  isto  6  : 


donde : 


r 

— , 

a'         a  cos  ^ 

T 

a               a 

r 

■—  T  cos  a 
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A  Área  cio  triangulo  projecla-se,  pois,  soljre  um  plano  do 
51110  modo  que  uma  recta  sobre  outra. 

Se  a  área  é  polygonal  podemos  decompol-a  em  diflcrentcs 
ingulos  r,  r',  T'  etc,  cujas  projecções  seruo  : 

t  =  T  cos  9,    t'  =  T  cos  9,    t"  ==  r  cos  9   etc. 

quaes  addicionadas  nos  duo  : 

t  ^  t'  +  t"  + =  (  T  +  r  +  T'  + )  C05  9 

Representando  por  T  a  somma  das  projec(,'ões  e  por  .1 
úrea  polygonal  considerada  temos  : 

P  =  A   cos  a. 

Se  a  área  for  limitada  por  uma  linha  curva,  inscreve-sc- 
heum  polygono  ao  qual  poder-se-lia  applicar  o  principio 
nterior.   Designando  por  yh  a  sua  projecção  teremos  : 

il,  =  i4,  cos  9 

Podemcs,  pois^  concluir  dt*  um  niíxlo  geral  que  a  pro- 
X'5odeuma  área  plana  qunlquer  so])re  um  plano  é  igual 
-Ssci  área  multiplicada  pelo  c(iseno  do  angulo  por  ella  fnr- 
"^Uocom  o  plano  de  prqjccoâo. 

Consideremos  íi  área  dada  A  n^ferida  a  tros  eixos  r.'C(;ni- 
^lí.ros^  (» sejam  «,  p  e  y,  os  ângulos  por  ella  formadn:-;  o)m 
planos  ojordenados,  e  /, /)ie/i  as  suas  pn)jec(;Oes  sobre? 
Ires  plc.nos;  teremos: 

l  =  A  cos  c(,    m  =  A  co^  [i,     n  =  A  cos  f 

Considerando  um  plano  P  fine  forme  com.o  plano  da 
^oa  um  angulo  9  e  representando  por  /j  a  projecção  da  área 
sobre  o  plano  /',  teremos  : 

/,  —  A  cos  ~j, 

rX'Signando  [Mir  a',  X,  y',  os  ângulos  de  P  com  os  i)lanos 
ordenados,  lcm.)S : 

cos  ^  —  cos  -Á,  cos   a'  +  cos   ft  cos  fi'  +  cos  y  cos  y' 
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Substituindo  estes  valores  na  expreosao  de  /i,  resulto 

/,  =  A  cos  oc  cos  ot'  +  A  cos  (i  cos  fi   +  A  cos  y  ccs  "f 

substituindo 

A  cos  a,    A  cos  3    e    A  cos  y 

pelos  seus  valores  temos  : 

l^   =  l  cos  a'   +  '"  <^<>S  ?'  +  **  <^^S  Y' 

formula  que  nos  permitte  determinar  a  pr  )jecçru  cia  área 
sobre  um  plan  >  (piabprer  uma  vez  conhecidas  assiiaspro- 
jeceões  soJjre  os  pliuios  coordenados  primitivos. 

Consideremos  um  numero  qualquer  de  áreas: 


ylp  i4,,  Aj. .. .   A 

n 

em  planos  diíTerentes  e  ns  suas  projecções  : 

/„  /,,  f, i 


n 


sobre  um  plano  que   íormc^  comos  planos  coordenados 03 
ângulos  a,  p  e  r  ;  sejiuu 

(  *-'i.  Pn  Tl  )i     (  '-'j.  %^  Yi  )•••.  (  ^»     3»     Y  ) 

o        nu 

OS  ângulos  que  íbrmnm  cndn  unia  das  áreas  com  os  mcsn^'^ 
planos  coordenado^. 

Tem<os  para  projecívÃ)  de  cada  uma  das  áreos  sobro»; 
plano  : 

l^  --Al  cos  ocj  cos  a  +  /l,  cos  pj  cos  ^  +  A^  cos  7,  cos  t 

/,  =  -Ij   cos   «j   C05 

/j  =^  .I3  Cjs  y.^  cos 


a  +  /l,  cos  pi  cos  p  +  Aj  cos  7,  co5  Y 
a  +  iij  c^s  %  cos  ^  +  A^  cos  y^  cos  Y 
a  +  A.  cos  %  cos  3  +  Aj  cos  Yj  co5  7 


í    =  A    cos  'X    c;í  a  +  A    co*'  'i    coj?  'i  -f  «'^    <^<>s  7    cos  7 

n  n  n  11  n  11  11 
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Somniando  estas  equações  membro  a  membro,  temos : 

h   -\-  f%  +  h  +  ""  +  ^    «=■  (  i4i  cos  a,  +  i4,  C05  ttj,  +  ....   + 

n 

+  A    cos  oi  )  cos  OL  +  (/4|  cos  Bj  +  -4,  cos  6,  +   ... ,  -(^ 

u  n 

+  A    COS  p    )  COS  p  +  (^1  cos  Yt  +  -^1  cos  Y,  +  ....  + 

n  n 

+  A    COS  Y  )  cos  V 


n 


^qwação  que  nos  mostra   que   a   somma    das    projecções 

^as  áreas  sobre  o  plano  considerado  ó  igual  á  somma  das 

Vt^ojecções  das  mesmas  áreas  so)>re  cada    um  dos  planos 

^'v)rdenados  multiplicados  respectivamente  pelos  cosenos  dos 

ângulos  formados  pelo  plano  de  projecçOo  com  os  planos 

coordenados. 

Representando  a  s  )mma  do  primeiro  membro  por  P,  e 
Qsdo  segundo  respectivamente  por 

L,  M  e  y 

'^rnos 

P  =T  L  COS  a  +  A/  cos  3  +  .V  cos  v 

GDiisiderando  um  outro  systema  de  elX')S  coordenados 
^^^^1  n  mesmo  í)rigem  e  formando  respectivamente  com  os 
^^Xos  (los 

i^  !/  o  V 
^^^  nngulos 

li  Temos  para   o   valor  de   P  sobre   cada   um   dos  no\os 

planoo  : 

I\  =  L  cos  ai  +  M  cos  %  +  A'  cos  v, 

7*,  ~  X  cos  «,  +  Af  cos  3,  +  X  cos  v,  (1) 

l\  --^  L  cos  «3  +  M  cos  p3  +  y  cos  V, 
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Elevando  estas  equações  ao  quadrado  e  sommando-as 
membro  a  membro,  temos  : 

^i'  +  P\  +  Pz'  =  ^'  (  cos*  «I  +  coi*  a,  +  cos*  a,  )  + 

+  M*  (  cos*  Pj  +  cos*  p,  +  cos*  p,  )  +  N*(  cos*  v^  +  cos*  v,  + 

+  cos*  V,  )  +  2  L  ilí  (  coí  «1  cos  Pi  +  cos  a,  cos  p,  +  cos  a,  cos  f,  )+ 

+  5  L  A^  (  coí  a,  cos  Vj  +  cos  «^  cos  v,  +  cos  a,  cos  v,  ^ 

+  2  Jlí  iV  (  cos  Pi  coi  Vj  +   cos  p,  cos  v,  +  cos  p,  cos  V,  ) 

Sendo 

cos*  «j  +  cos*  a,  +  cos*  a,  =  1  , 

e  do  mesmo  modo  para 

p  e  V 
e  sendo 

cos  oii  cos  Pi  +  cos  «1    cos  p,  +  cos  a,  cos  p,  =  O 

c  de  modo  idêntico    para   os  outros  ângulos,  pois  que  Ofl 
outros  eixos  sõo  rectangulares  temos: 

^'i"  +  ^«*  +  ^3*  ^  L*  +  M*  +  N* 

Esta  equação  indepondenle  dos  novos  eixos  nos  mostra 
([ue  asoninia  dos  (luadrados  das  projecções  das  áreas  sobre 
três  planos  rectangulares  qunesquer  6  constante  e  indepen- 
dente da  posição  desses  planos. 

Resolvendo  esta  cfiuação  em  relação  a  Pi  temos  : 

i 
p,  =  h*  +  M*  +  x-^(  p.*  +  P,*)]  ^ 

Quando 

P.  e  P, 

forem  nullos,  a  sonmia  P  das  projecções  das  árciís  sobre  um 
plano  formando  com  os  planos  coordenadas  os  ângulos 

ril    P   o    V 
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erô  um  maximum  e  suo  expressQo  que  representaremos  por 
i'  53erô  : 

Para  determinarmos  a  posiçHo  deste  plano  denominado 
ilano  maximum  das  arcaSj  basta  determinar  os  ângulos 
liic  elle  forma  com  os  planos  coordenados. 

Multiplicando  respectivamente  as  equações  (1)  por 

cos  «1  ,  cos  ot,  ,  C05  a,  , 

O  sommando-as  membro  a  membro,  temos  : 

Pi  cos  otj  +  P,  cos  a,  +  Pa  ^^*  ^i  =  ^  {   CO*'*  ^1  +  cos*  a,  + 
+  cos,  «3  )  +  -^Lf  (  cos  a,  cos  p,  +  cos  a^  cos  B,  +  cos  «^  cos  p,  )  -l- 
+  -V  (  cos  a,  cos  V,  +  cos  a^  cos  v*  +  cos  tx^  cos   v,  ) 

Sendo 

^\     =    O,     P,    r=    o    o     P^    rr=     K 


Wmos 


(l'j/Kje 


L  =  K  cos  ^j, 


í'<'«  «l    =    -yV- 


Prjoodondo  do  mesmo  modo  c>m 

CO?  fJ,  ,  ros  J^^,  ,  cos   pj  ,  COS  V,  ,  CO.s'  V^  ,  COS    Vj 

'^^''uiriamos  : 

cos?íj  =  —   ,  cos  V,  =  ^^.- 

c^Uinçòes  que  determinam  a  posição  do  plano  maximum» 

Considerando  um  plano  qualquer  fazendo  com  os  planos 
coopíleiíados  os  ângulos 

riiresentando  por  C  a  somma  das  projccçrxis  das  áreas  so- 
hiv  es^e  i)lan(>,  temos: 

Ç  =.-=  L  cos  ^i  .  +  Aí  cos  -^^  -\-  X  cos  9^ 
M'.*<.anica      20 


3ÍX5 
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SiibstiUiiiido 


/.,  M  o  y 


pelos  seus  valores  deduzidos  dos  equações  anteriores,  temos. 

C  =  K  {  cos  Cp,  cos  otj  +  cos  cp,  cos  pi  +    cos  9j  cos  v,  ) 

Representando  por  O  o  angulo  formado  pelo  novo  plano 
com  o  plano  maximum  das  áreas,  temos: 

c  =  K  cos  o 

Esta  equação  nosm  )straque  a  somma  das  projecções  das 
áreas  é  constante  para  todos  os  planos  parallelos  ao  plano 
maximum  ;  que  a  proporção  que  o  approxima-se  de  90»  a 
somma  das  áreas  vae  diminuindo  e  ó  nuUa  para  lodosos 
planos  perpendiculares  ao  plano  maximum  das  áreas. 

Como  vemos,  considcrando-se  os  momentos  Jvpresenta- 
dos  por  áreas  de  triângulos  ou  como  o  producto  de  cada  força 
pela  menor  distancia  de  um  ponto  á  sua  direcçHo  os  resul- 
tados isao  os  niosm  >s. 

A  theoria  dos  nu  )menlos  nos  fornece  um  meio  de  deter- 
minar  em  grnnde/a,  diroceâo  e  posiçíio  a  resultante  do  um 
numero  qualquer  de  r(>!'í;. IS  oitnadcis  de  um  modo   quHlquer 

'^  A)Vr  \\\n  plano,  independentemente 
do  poiíl')  de  concurso. 

Dí^tcrininando  os  monient  »s  daís 
forras  eonsidí  radas  relativanunle  a 
Iros  pontos  (lo  i)Ianu  teremos  : 


H 


o        p     E  D 


donde: 


r. 


>"1 


Sojíim 


A,  n  o  c 


os  três  i)ontos  do  pl;.nn_)  (lig.  oDj ;  supp  )ndo  DIf  a  direcção  dn 
resultante  turenins 


/•,    --   AF     r 


UE  a  r. 


<:i) 
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Prolongando  as  linhas 

DA  o  AC 

até  encontrarem  a  direcçuo  da  resultante,  teremos  nos  triân- 
gulos : 

C  ri  J)  e  A  H  F, 
r,  -=   U  C  sen  a  II  L  ^  H  <:  sen  ^  =  (  A  n  +  A  C  )  sen  'M  =>^ 

=1  (  il  //  +  fr)  sen  a,  )\  -=  A  II  sen  i 

portanto  : 


>*1 

•  ^= 

A 

H 

••l 

A 

II 

+  à 

1 

A 

II 

V 

ppt 

OU 

A  II  +  O  "~  YWi 
donde : 

A   II  ^  Pp^  ^  (  A  II   +  6  )  V  p^,^  =  6  V  lyp^  MA  //  V  pp^ 

donde : 

Air^      ^-^^' 


2:     />3    -    1    ^'í>. 

Os  triângulos  : 

A  G  F  o  D  G  K 

nos  du  >: 

r^  =  A  G  sen  A  G  F  =  A  G  se'\  a\  i\  ^  B  G  sen  a'  ---: 
=  (  A  D  -\-  A  G  )  sm  1'  =  (c  +  A  G  )  sen  %' 

dondií 

r.   __         A  G  ^G     .^^JlPi     (c4-AG)^Pp-' 

r^^    c^  AG    '   c  +.1  G         TWt'  ^^+  ^^>  -  '^« 

--^  A  G  "H  Pp^ 

donde : 
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O  triangulo 


nos  cU\ : 


A  H  G 


A  II        seu  (  A  +  a  ) 


A  G  sen  % 

A  II  sen  a  =5  A  G  sen  (A4-a)  =  A  G  sen  A  cos  gL  +  A  G  cos  A  sen  a ; 

dividindo  ombos  os  membros  por 

cos    OL 

lemos: 

A  U  tg  oi  ^-^  A  G  sen  A  -['  A  G  cos  \  íij  x 

donde : 

A  G  sen  A 


A  U  ^  A  G  COS  A 

Sendo 

r^  =  A  II  sen  a, 

suljslituindo 

A   H 

pelo  seu  valor,  c  sendo  a  c  )nliecido  pela  expressclo  que  acaba- 
mos de  determinar,  lemos  : 

7\   —  — ,  *   sen  a 

0)nh(^cido  /'f  sendo 


/í  = 

:s  PPy 

?mi)S  : 

1  Pp, 

í:  Pp,  -  ^  pp. 

b  V  P/), 

b   sen  a 

-.sen  a 

li  =- 

iiqWiWjxo  que  n  >s  dá  o  valoi'  da  resultante. 
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GDiihecidas  as  três  quantidades 

tira-se  pelo  ponto  .4  uma  recta  formando  com  o  lado  AC  um 
angulo  «,  por  esse  mesmo  ponto  tira-se  uma  perpendicular 
AF  a  essa  recta,  toma-se  a  partir  de  A  uma  grandeza 

A  F  -.  r, ; 

pelo  ponto  F  tira-se  uma  perpendicular  a  linha  ^IF,  e  tem-sc 
a  posiçõo  da  resultante,  ficando  apenas  inteiramente  arbitrá- 
rio o  seu  ponto  de  appllcaçao  que  pôde  ser  qualquer  um  da 
sua  direcção. 

Si  tivermos 


o  valor  de  H  será  : 


^^ b 


Si  ot  =  o  a  resultante  é  parallela  ao  lado  ACy  AH  é  infi- 
nito e  o  valor  da  resultante  n  dado  por  meio  de  AG. 

No  triangulo 

A  G  n 


tem  03 


^G^  /\A  +  ^ 


Sendo 


sen  a  3s  o 


temos : 


portanto  : 


A  c;  =  A  A, 


An  A  C  ^  Ppt  . 

',=.AG  sen  A  ^  ,^^^—^—sen  A 
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SMl)3litiiiii(lo  este  \alor  na  expressão  da  rcsulloulo,  temos : 

c  sen  A 


Si  além  de 


li  vermos 


a  resultante  será: 


OL  =   o 


A  =  90, 


li  = 


>:  Pp,  -  2  PPx 


A  direcçílo  c  a  intensidade  da  resultante  nõo  modifi- 
cando-se  com  a  snpposiríXo  da  convergência  de  todas  os 
forças  cm  um  ponto,  simpUílca-sc  esta  solução  referindo-ns 
a  dons  eixos  (•<)  )r(lenados  reiílangulares  o  que  nos  fornece 
duais  Cíiuaçòeo  por  meio  das  ([uaos  determina-se  a  intensidade 
e  dii'ec(;âo  da  rcsultíuite,  e  recorre-se  á  thcoria  dos  niomentjs 
alienas  para  ol)ter  a  terceira  equação  que  determina  a  sua 

situaçõo. 

Neste  caso  hasta-nos,  pois,  (*alcular  os  momentos  rela- 
tivamente a  um  ponto  e  esta  equação  nflo  é  mais  que  a 
traducção  algobriai  da  condição  do  convergência. 

r  ^-j"''''.p  ,p       Supponhamos  as  três  forças 

7i\  P,  o  P, 

—  X  applicadas  respectivamente  aos  pjntos  I 

Fiíí.  40  í/,,  í/j  O  (í,  (rtg.  40)   j 

1 

Baixando  do  p)iito  O  sobre  as  suas  direcç<^s   as  per-  I 
pendiculanís  i 

»',  Pi  ^  Pt  j 

I 

e  unindo  os  pontos  de  applica(;fío  á  origem,   denominando  ; 
resixíclivamente  p')r  ' 

o;  O"  o  O"' 
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t/Q  ângulos 
O  por 


a*,  a"    o  a 


fis  ângulos  que  formam  as  forças  c  )iiio  eixo  dos  x,  lemos: 

/|  CÍ4  =  6'  —  a'      Pi  =  od^  X  sen  /]  í/j,      p^  =^  o  d,  sen  0'  —  a')     fl) 
y\  cí,  =  e*'  —  «"    p,  =  O  d,  X  5tfn  /l  (/,       />,  =  o  rf,  sen  (O"  —  a") 

portanto : 

p^ od^       sen  (Q^  —  a') 

Para  que  as  duas  forçais  Pi  e  P^  convirjam  cm  um  ponto, 
basta  que  as  hypothonusas  ri  oie  d  o^  confundam-se  em  uma 
único,  isto  6,  Ixista  que 

Representando pur  O,  o  valor  commum  de  O'  c  O''  teremos 
para  equação  de  condinlo  da  convergência: 

J!l  —  ^^^  ^^« "~  '^'^ 

í>,  ~"    sen  (O,  —a'';  ' 
r  =  o  d^  sen  /\d^--^  o  d^  sen  (O'"  —  a) 

Dividindo  membro  a  mem))ro  a  cqnaçõo  (1)  e  esta, 
temos: 

Pt  __      o  d  ,  sen  (Q*  —  ot*) 

r    "^      o  d  ^    '      sen  (O'"  —  a) 

Para  que  as  duas  forças  P  e  R  convirjam  cm  um  ponto 
basta  que  tenhamas : 

o  d^=o  rfj,  O'  =  O'"  =  % 
a  eíjuaçôo  de  convergência  é  i)ols  : 

Pi  sen  (Q,  —  g^ 

r  sen  (O,  —  a) 


Pi 

sen  (6  —  a') 

Pi 

sen  (0  —  2t') 

Pt 

sen  (0  —  a") 

r 

sen  (ô  —  t) 
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Para  a  cuncurrencia  das  três,  isto  é,  para  que  os  pontos 
de  convergência  Ijinaria  reduzani-se  a  um  único  basta  que 
tenhamos: 

Oj  =  o,  =  o 

As  equações  de  condiçflo  de  convergência  das  três  forças 
sdo  pois: 

(2) 

Referidas  as  trcs  forças  convergentes  em  um  ponto  a 
dois  eixos  coordenados,  e  suppondo  que  R  seja  a  resultante 
temos: 

i2'  cos  a  =  P'  cos  a'  +  P,  cos  a'\  i2  íen  a  =  Pj  sen  %  +  P,  sen  a"  (3) 

Multiplicando  a  primeira  por  sen  Oca  segunda  por  cos  o 
temos: 

i2  5en  O  cos  a  =  Pi  sen  O  cos  a'  +  P,  5e/i  ô  co$  a" 
7í  cos  O  sen  a  =  Pj  co5  O  sen  V  +  P,  cos  ô  sen  a" 

sul)traliindo  meml)ro   a  memlir)  a  segunda  da   primeira, 
temos: 

R  {sen  O  cos  a  —  cos  O  sen  a)  =  P,  (sen  ô  cos  a'  —  co5  6  sen  >%)  -J- 

+  P,  {sen  O  cos  a*'  —  cos  O  sen  a" 

ou 

/e  5dn  (^  O  —  ^  ;  =  Pj  S(ín  r  o  —  oc' ;  +  P,  sen  CO  —  a*'; 

As  cquíiçõí  s  (2)  nos  dõo  : 

5cn  C  d  —  a"  )  -=■-  -^  sen  ("  ô  —  a'  ),  sen  (  O  —  7  )  == 

Pi 

T 

»= sen  (6  —  '/  )  . 

Pi 
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substituindo,  temos: 

R  -^  sen  (O  —  a' )  =  P.  sen  Cô  —  r/;  +  I\  -J^  sen  (O  —  a  ; 
Pi  Pi 

donde: 

lir=  P,p,  +  P,  p, 

equação  que  pôde  substituir  as  equações  (2). 

Esta  equaçno  dos  momcutos  das  forças  referidas  ao 
pontoo,  unida  ás  equações  (3)  nos  fornecem  todos  os  ele- 
mentos neeesisarios  para  determinar  a  resultante  cm  gran- 
deza, direcção  e  posição. 

Repres(*ntandí)  respectivamente  os  segundos  membros 
dessas  eí[uaçõcs  por  -Y,  }'e  w,  temos: 

R  cos  OL  =  X^    U  s  e  n  OL  =  Y  ,     R  r  =  oy 

As  duas  primeiras  nos  duo  para  iiitenoidade  e  direcção 
da  resultante. 

R  =1^  X*+Y  *     ií/0L==      — ^-  , 

e  a  terceira  ni)S  dá  para  determinar  a  sua  situaçrio: 


R 

Fica  assim  a  resultante  completamente  determinada, 
restando  apinias  indeterminado  o  seu  ponto  de  appllaiçâo,  o 
(pie  é  natural  pois  que  esta  força  p(3de  ser  c:)nsiderada 
applicíida  ein  qualciuer  dos  pontos  de  sua  direcção  sem 
que  as  condições  do  problema  mecânico  sejam  por  it^so 
niodiíicíidas. 

Para  obter  a  eciuação  da  linha  (pie  representa  a  resul- 
tante l>í-íSta  su))stituir  na  terceira  eqiiaçaíj, /'em  forma(;âo  das 
coordenadas  do  ponto  de  applica(;ão,  isto  (3,  i)or  ( fj  cos  a  — 
X  sen  a  )  e  deiujis  sen  ol  c  coa  a  pelos  seus  valores  fornecidos 
I)ela3  duas  primeiras. 
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Sendo : 

Pí  *=  yi  í^os  a'  —  Xi  sen  x',      V»  =^  !/t  cos  %"  —  x^  sen  ^" 

e 

(a  =«  P,    íi/j  coí  a'  —  x^  sen  i'\  +  P^  jy,  cos  »"  —  y,  sew  'x"J 


(^^  2/1  +  i\i/«]  CC5  a'-  |p,a;,  +  P,jc,| 


íém   a" 


01  =  a'  =  a" 


X  ^  [P.  +  P,j    cos  at  ; 

resulta  : 


^^  +  Pt 

Np  caso  de  um  numera  qualciuer  de  forças  teríamos  : 
e 

V  p  « 

r  e= i—  • 

V    />  » 

e  para  cquH(;ao  díi  resultante  : 

V    I^i/  —  tf/  a  v/v 


Z/  •=  •'■'//  a  +      '    "  ■' 


V    /í 

Fazendo  nesta  (Ninuçi!io: 

V  Px' 
V    p      ♦ 


• 


X  = 


o  ponlnda  resultante  cori-espon. lente  a  ( sta  a))cissa   terá  para 
ordenada: 

_     V  Pi/' 
y  —     V  />     • 
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Sendo  e:stas  coordenadas  independentes  de  «,  o  ponto  por 
ellas  definido  é  nm  ponto  comniuni  a  todas  as  direcções  que 
pôde  t>mar  a  resultante,  (inando  as  c  imponentes,  mantendo 
Í1S  suos  relações  de  grandeza  e  conservando  o  parallelismo 
e  pontos  de  applicaçQo,  formam  lodosos  ângulos  possíveis 
com  luna  linha  fixa  tra(;ada  no  seu  plano  ;  (ísse  ponto  é  o 
centro  das  forças  parallelas. 

Consideremos  o  caso  geral  de  um  numero  qualquer 
de  forças  parallclas  situadas  em  planos  diflerentes. 

IX^signando  por  R  a  resultante  temos: 

Vejamos  comosc  ()l)tem  a  equação  desta  resultante.  Ojn- 
SRl<TCMnosduas  dns  forças  /\e  IK^.  Determinando  no  plano 
<  Icssas  Ibivas  a  sua  resultante  teremos: 

R,  -  P,  +  J\  (1) 

Tomando  os  momentos  de.stas  forças  em  rola<-âo  a  um 
ponto  tn  qualíiuer  do  seu  plano,  resulta  : 

l\  r  -.  l\  p,  +  P,  V.  (?) 

Prolongando)  jís  Ires  forças  /i',  /'le  /'.j,  referidas  como 
todíis  ns  outras  a  três  i)lanos  rectangulires,  ate  encontrarem 
o    i>Inn  >  dos  rvy,  e   designando  respectivamente   pf>r 

(a,  h),  (a^.  &,^,  (a,,  ô,) 

ns  co<ordenadas dos r^eus  traç»s  nesse  plano,  teremos: 


Vi  —  y'i 

^    '«,  —  «,     . 

\r  —  vx 

a  —  a,     ' 

Vi  — ;'. 
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Como  O  ponto  ni  é  inteiramente  arbitrário  podemos 
suppol-o  situado  soI)re  a  direcção  de  P^  e  nesta  hypothese 
temos  :  pi  =  o,  d 'onde  : 

•  j!i_  ^  flj  —  «1  ^    r«    ^  ^tj^A. 

r  a  —  «I  r  b  —  b^ 

Na  mesma  liypotliese  a  equação  dos  momentos  nos  dà  : 

R,  r  =  P,  p, 

donde  resulta : 

72,  r«  —  «i)  ^  -'"^  («í  —  «J 

ou,  attendendo  á  cquaçXIo  (1): 

^i  «  -  r^i  +  /' J  ^h  =  ^í  «,  -  ^2  «í 
R,b^(P,  +  Pjb,  ==i\b,^P,b, 

donde : 

Considerando  uma  terc(jii*a  forra  7*^  nâo  situada  no  plano 
de  I\  e  P^2y  t*oml)inan(lo,  conit)  acabamos  do  fazer,  com  a  re- 
sultante /i*i  de  /\  c  y\>,  toriamoo  : 

7?,  6-  -=  7?.  6  +   P3  ô,  "'"^ 


r  fi  : 


7.»,  a'  ^  1\  a,  +  /\  «,  +  /^  í/^, 
7»',  /y'  .-  7»,  />.  +  A  h,  +  7\  /> 
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Fazendo  successivamente  estas  combinações  teríamos, 
finalmente,  para  todas  as  forças  as  equações  : 

Determinemos  agora  as  expressões  de  a,  b,  «^  bi  ete. 
Sejam  : 

os  equações  de  qualquer  das  rectas  parallelas  que  represen- 
tam as  forças  consideradas.  1^'azenclo  ;;  =  o,  resulta  para 
coordenadas  do  traço  da  recta  sobre  o  plano  Xfj  : 

^  =  Pj    y  =^  p' 
ou,  conforme  a  supposiçao  anterior  : 

p  =  «,     p'  =  b 
Donde  : 

a  =  X  —  7)í;,      b  =  y  —  m'j 

Tirando  pela  origem  uma  direcção  pnrallela  á  das  forças 
e  sobro  ella  tomando  uma  pnrto  igual  a  /,  designando  por 

ot,    [1  o  V 

os  ang:ulos  (pica  direc/io  das  f)n;ns  Umivx  re;^pectivanicntu 
com  os  eixos  dos 

teremos  para  coordenadas  do  ponto  extremo  da  recta  /  : 

X  =s  l  cos  a,     y  z=  l  cos  3,      z  ^-  l  cos  v 

Substituindo  estes  valores  nas  equações  de  l : 

u;  =  mj,     y  --  7U*- 

resulta  : 

cos  a         ,         cos  fJ 

m  B^  ,    m    =^ 

cos   V  cos  V 
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D:>nde : 


cos  a         ,  cos    ^ 

a  '='  X «,     o  =  y í- 

cos  V  cos    V 


De  modo  análogo  determinariamos  para  as  outras  forças; 


a.  =  a? 


cos  V  *         *^  cos  V 


„         C05  a    „  „        cos  Pj    ,, 

etc.  etc. 

sendo 

os  ângulos  communs  que  formani  as  forças  parallelas  cora 
cada  um  dos  eixos . 

Substituindo  estes  valores  nas  equações  fn)  temos  : 

\  cos   V  /  \  co:f  V       / 

on  : 

cos   V  \  ros   V  /  cos  v  "*  ' 

donde,   cm  virtude  da  1^'  Cíjuaçao  (n)  : 

De  niodosemelíuuitea  substituiçilode  b  e  b'  no  scj^unda 

cquaçílo  daria  : 

N  />  j ^  í   y 
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igualando  estes  dous  valores  temos  : 


V   p  y  «.    ^-^  V   p  ,,• 

cos  3       .  cos  a 

^  =  c-írí^+  — v-p 


que  sâo  as  três  equações  da  resultante  uma  das  quaes  é  con- 
sequência das  outras  duas. 

Sendo  as  coordenadas  do  centro  de  forças  parallelas  inde- 
pendentes dos  ângulos 

a  3  e  V 

para  determinarmos  essas  coordenadas  basta  obter  as  equa- 
ções que  traduzem  esta  condiçõo  igualando  a  zero  nas  equa- 
ções da  resultante  a  somma  algébrica  dos  termos  aflectos 
das  formações  desses  angules. 

As  duas  primeiras  equações  nos  díío  : 

cos  V  cos    V      V  p  X*  cos    V  cos  >i     2Í  P  y'  

cos  oL   ^  ""  cos    a'    "Y^P"  ~"  ^'  cos    p  ^  ""  cos  [i*      ^    P  ^ 


donde 


^""      vp»     í^"^     vp 


Este  valor  de  x  substituído  na  primeira  equoçHo  nos  úA  : 


V    P5' 


Taes  são  as  coordenadas  do  centro  de  forças  parallelas  do 
|ual  nos  occuparemos  especialmente,  quando  tratarmos  do 
'Sludo  dos  centros  de  gravidade. 

Mecânica    21 
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THEORIA  DOS  CONJUGADOS 


Denomina-se  conjugado  o  $iystema  consUtuido  por  duaS' 
forças  parallelas,  iguaes  e  actuando  em  sentidos  contrários. 
A  mais  curta  distancia  entre  essas  duas  forças  ou  a  perpen* 
dicular  commum  ás  duas  denomina-se  braço  do  conjugado^ 
e  o  producto  de  uma  das  forças  pelo  braço  é  o  momento  d9 
conjugado.  O  momento  pôde,  pois,  ser  representado  geome- 
tricamente pela  área  de  um  parallelogrammo  tendo  uma  das 
forças  para  base  e  para  altura  o  braço. 

O  signal  do  conjugado  determinasse  pela  mesma  oo&- 
vençfío  que  regula  o  dos  momentos  das  forças,  isto  é,  sfio 

positivos  os  conjugados  que  tendem  a  im- 
primir ao  seu  braço,  considerado  movd 
em  torno  do  seu  centro,  uma  rotação  da 
esquerda  para  a  direita  o  negativos  no 
caso  contrario. 

Assim  o  conjugado,  Vv^.  (41) 

é  positivo,  c  o  conjugado 

é  negativo. 

Um  systenm  de  duas  forças  assim  constituid-j,  como 
vimos,  nâo  ixJde  ser  reduzido  a  uma  força  única,  e  isto  mani- 
festa-se  na  determinação  da   resultante,  que  apresenla-se  : 
couKj  uma   força  nulla  applicada  a  um  ponto  situado  no 
iniinito. 

Considerando  o  conjugado 

(  P,  -  /M 
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K  tomarmos  os  momentos  das  forças  que  o  contituem  rela" 
.ivamente  a  um  ponto  qualquer  o  do  seu  plano,  fig.  (42), 


—  P  X  ao   e    P  X  bo, 
Spara  somma  algébrica : 

PXbo—  Pxao-^P   (fto  —  ao)  =  —  Pxo6 

Si  O  ponto  considerado  estivesse  no  espaço  comprelien- 
3ido  entre  as  direcçOes  das  duas  forças,  em  o',  por  exemplo, 
teriamoe: 


.  P  X  0'a  +  P  X  ■ 


o'b  =  -  P{  o'a  +  0-6 )  = 


■  P  X  ab 


Estes  resultados  nos  mostram  que  a  somma  algébrica 
oe  momentos  das  forças  de  um  conjugado,  relativamente  a 
tn  ponto  qualquer  do  aeu  plano,  ou  relativamente  a  um  eixo 
armai  a  esse  piano  é  constante  e  igual  em  valor  of«olutrj 
>  momento  do  conjugado. 


cr 


À--'- 


■f!'l- 


f 


1."  Oejfeitode  um  conjugado  não  se  altera  qualquer 
e  seja  a  orientação  que  se  lhe  dá  em  torno  do  centro  do 
j,  braço. 

Consideremos  o  conjugado 

(  í*.  -  P ). 
'.  43)  esupponhamos  que  ellc  gyrando  em  torno  doccnlro 
do  seu  braço  toma  a  posição 
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Suppondo  applícada  em  a'  e  b'  as  forças 

+  P'    o    —  P' 

iguaes  a  Pi  e  contrarias,  o  systema  constituído  ]x*las  s< 
forças 

P,  P'   e   P. 
éí  equivalente  ao  conjugado  primitivo,  pois  que  as  forras 

P'   o    P, 

destroem-se  duas  a  duas. 

Considerando  os  pontos  de  applicação  das  forças 

P'  o   P 

transportados  para  os  pontos  de  encontro  c  c  c'  de  su 
direcções,  e  compondo  essas  forças  em  cada  um  dess 
pontos,  teremos  respectivamente  as  resultantes 

ií,    e    —  /?, 

iguaes  e  directamente  oppostas,  passando  pelo  ponto  o, 
por  conseguinte  neutralisando-se. 

Deste  modo  o  systema  ò  sulistltuido  por  um  outro  e<ii 
valente  constituido  pelo  conjugado 

(  l\.  -  P^  ) 
e  pelas  forças 

7?,    e    —  i?i 

que  se  destroem,  ficando  assim  o  conjugado  primitivo  subí= 
tuido  pelo  systema  equivalente  representado  pelo  niesr 
conjugado  nn  nova  posição 
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2.0  yi  acção  de  um  conjugado  nCio  se  altera  quando  se  o 
'  desloca  parallclaniente  a  si  mesmo  no  seuplano  ou  para  um 
\  plano  parallelo  ao  seu. 

Supponhamos  o  conjugado 


(^»  -  ^']  ^         n.^r.  (44) 

transportado  parallelamente  ú  posição 


Considerando  applicadas  aos  /j^^-v,^  l^  ^,..'-"'/  / 

pontos  /' ..T^-- '""•''«.  ]/    ^P' 

a'         o         6'  r  i  U 


f 


as  forçíis  '}  -  ff» 

P'     o     -  P' 

iguaes  e  contrarias  as  forças  Pi,  o  systcma  constituído  por 
estas  seis  forças  6  equivalente  ao  conjugada  primitivo,  pois 
que  as  forças  applicadas  em 

a'       e       V 
destroem-se . 

03m pondo  as  forças: 

í-  p    e    —  P' 

teremos  uma  resultante:  —  R^  applicada  ao  meio  da  linha 
a'  b\  compondo  as  forças  P  e  P'  obteremos  uma  resultante 
7^4,  applictida  ao  meio  da  linha  6'  r/,  e  sendo  estas  duas  forçíís 
ignaes,  contrarias,  actuando  segundo  a  mesma  direcção, 
destroem-se  e  o  conjugado  primitivo 

V-  -  ^ 

fica  substituido  pelo  systema  equivalente  constituído  pelo 
conjugado 

(a,-p.) 
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4. o  Um  conjugado  cujas  forças  sejam  representadas 
pelos  dous  lados  oppostos  de  um  parallelo<jrammo  pôde  ser 
substituído  por  um  outro  representado  pelos  outros  dous 
lados  comtanto  que  os  seus  sígnaes  sejam  os  mesmos. 

Consideremos  o  parallelogrammo  abcdj  e  sejam 

b  a        o        de 

OS  forças 

constituintes  do  conjugado,  (fig.  46). 
Suppondo  applicadas  em 

'f^  I ,/       duas  forças  contrarias: 

a/\         /  6 


\    ' 


P    p    p'   p' 

a/ ^- ♦ 

/>'/  y  r  iguaes  aos  lados 

Fig.  46  a  d  =  b  c 

e  actuando  segundo  a  direcçQ  :>  desses  lados,  Uca  o  conjugado 
considerado  substituído  por  um  systema  deseisforçis,  quatro 
das  quaes  destroem-sc  duas  a  duas. 

Determinando  a  resultante  das  forças 

—  P,  —  P' 

obteremos  uma  força  fíi  actuando  segundo  a  diagonal  ac  ; 
determinando  a  resultante  de 

P      o       P^ 

obteremos  uma  força  R^  actuando  segundo  a  mesnria  dia- 
gonal em  sentido  contrario  a  /^£,  e,  sendo  essas  duas  forças 
iguaes,  destroem-se. 
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O  conjugada)  considerado  ílca,  pois,  substituído  pelo  sys- 
terna  oriíiivalente  eoustuuido  pelo  conjugado 


(p',  -  p,) 


Oll 

'  P\  —  P' 


1 


pois  que 

P'  =  P^. 

5. 0  Cm  conj  14  gado  pôde  ser  substituído  no  seu  plano  por 
três  / orças  representadas  pelos  ires  lados  de  um  triangulo 
rpf.al quer  cuja  área  seja  igual  d  metade  do  seu  momento^ 
nonitanto  que  as  três  forças  lenda  m  a  imprimir  ao  plano  do 
t/y'cfrif/uljo  uma  rotaçõo  no  mesmo  sentido  que  a  do  con- 
jugado- 

Consideremos  um  triangulo  abe  constituído  pelas  três 
forças : 

P,  =  ah,  P,  =  ac,  P^=:  eh,  flg.  (47) 

/ 


Prolongando  o  lado  a  b  o  tomando 


— - -         X  \ 


y 


\ 


construindo  o  parallelogrammo  bc  e  d, 

e   cx>mpondo  as  duas  forças  '•*'  f        c 

ah  -■=  P,        o        6c  =  P, 

em  uma  única  b  e,  ílca  o  systema  de  três  forçxisj  sutetituido 
por  um  outro  equivalente  c  instituído  pelo  conjugado  formado 
peUiS  duas  forças 

h  e  =  P^        o        c  a  =s  P,, 

cujo  momento  é  igual  a: 

P,  X  hf=ac  X  h  f 

OU  equivalente  ao  dobro  do  área  do  triangulo  considerado* 
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Um  conjugado  ílca  com plcta mente  definido  desde  que  são 
dados  o  seu  momento,  um  plano  parallelo  áquelie  em  que 
actua  e  o  seu  signal. 

Estes  olomentos  paiem  ser  geometricamente  represen- 
tados por  uma  rocfa  perpendicular  ao  plano  do  conjugado,  e 
soI)ro  cuja  (lirocrTi' )  se  tenha  tomado  uma  grandeza  prop:>r- 
cional  ao  seu  momento. 

O  signal  ó  deíinido  polo  sentido  da  recta,  que  deve  ser  tal, 
relativamente  ao  plano  do  conjugado,  que  um  observador 
collocado  sobro  este  e  com  elia  prolongado  veja  a  rotaçíio 
quo  tende  a  produzir-se  rí*alisar-se  da  esquerda  para  a  di- 
reita ou  no  sentido  positivo. 

Esta  rocta  que  denomina-se  eixo  do  conjugado  nSo  tem 
uma  píjsloâo  definida,  pois,  como  vimos,  um  conjugado  pôde 
doslocar-so  parallolamcnte  a  si  mesmo  sem  que  a  sua  acç5o 
seja  modificada. 

Assim  represou tados,  os  conjugados  ficam  sujeitos  a  uma 
compasiçOo  o  docomposiçOo  idênticas  á  composlç<1o  edeoom- 
posiívlo  das  forcas. 

Supponhamos  um  numero  qualquer  n  de  conjugados 
existentes  no  mesmo  plíujo  ou  em  planos  parallelos  c  cujos 
momentos  sejam: 

3/,  pi,  U^  ;j,,  M^  Pa,....   Mp 

n  D 

Transpor  ta  ndo-os  para  um  mesmo  plano  e  modifl- 
cando-os  do  modo  quo  (js  sous  braços  tenham  todos  um 
valor  commum  p,  teremos  substituído  os  n  conjugados 
considerados  por  n  outros  equivalentes  cujas  forças  serão 
respectivamente: 

•  ,  • .  •  • ,     — ^— -^ 

PP  P 

Dispondo  estes  conjugados  de  modo  que  todos  os  seus 
])raços  venham  a  coincidir  em  uma  mesma  recta  />,  terera«js 
reunido  todas  as  forças  (juc  os  constituem  em  dous  grupos  de 
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forças  íictuando  segundo  uma  mesma  direcçilo,  ní>  mesmo  o. 
em  differentes  sentidos  o  a pplicadas  a  cada  um  dos  extremos 
do  braço  commum  p. 

Cada  um  destes  dons  grupos  reduz-se  pela  somma  al- 
gébrica dos  seus  elementos  componentes  a  uma  única  força, 
e  todos  08  conjugados  considerados  ficam  substituídos  por 
iim  unicp  equivalente  tei»d  )omesnio  braço  />,  e  porá  valor 
de  cada  uma  de  suas  forcas: 


^^1  Pt     ,      A^»  Pi 


+   ....  + 


3/n    Px 


e,  jDortanto,  para  momento: 


\    p  p  p    f 

3/i  pi  +  3f,  p,  +  . . .    +  M  p 


n    n 


O  conjugado  resultante  de  um  systema  de  conjugados 
existentes  no  mesmo  plano  ou  em  planos  parallelos  é,  pois, 
X>arallelo  aos  conjugados  com- 
jKDnentes  e  tem  um   momento  .* 

igual  á  somma  algébrica  dos 
momentos  dos  conjugados  com- 
ponentes. 

Coasideremos  dous  conju- 
gados : 


-B- 


(p.  -  P.) 


e 


(p..  -  p,) 


Fig.  4:J 


existentes  em  dous  planos  quaes- 
quer  (Fig.  48), 

Modificando-os  convenientemente  do  modo  que  fiquem 
com  um  mesmo  braço,  e  tnmsportando-os  paralielamente 
a  SI  mesmo,  em  seus  respectivas  planos,  do  sorte  que  os 
seus   braços  iguaes  venham  a  coincidir  na  linha  AB  de 
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intersecçílo  dos  dois  planos,  teremos  applicodas  no  ponto  .1 
as  forças 

perpendicularmente  á  aresta  AB,  o  no  pont<>  B  as  forças 

-  P,    o    -  /% 

dispostas  do  mesmo  modo. 
Compondo 

P,  o  P,    ,    -  P»  o  -  P, 

obteremos  applicadas  em  A  q  D  duas  forças  resultantes 
B  e  —  R,  iguaes,  parallelas  e  em  sentidos  contrários,  que 
seroo  as  forças  constituintes  do  conjugado  resultante. 

Representando  por  O  o  angulo  DAE  dos  planos  dos  dous 
conjugados  componentes  ou  o  angulo  formado  pelas  perpen- 
diculares a  esses  dois  planos,  por  Mi  e  M^  os  momentos  dos 
conjugados  componentes  e  por  /)  o  valor  do  braço  commum 
AB,  temos  para  valor  das  forças  dos  conjugados  com- 
ponentes : 

'"T    '      '"  p 
O  parallelogrammo  Aa  cb  nos  dá  : 


/e  =.  t/^^"  +  ^h"  +  -  ^^.  -^A 


cos  o 


Determinado  este  valor  da  forra  do  conjugad  ^  resultante, 
temos  para  expresí^ào  do  seu  momento  : 


7^;;  -^  M  =  |/"3/^^  +  M,'  -f-  2  iV,  3/,  cos  O 

A  posiçíí')  (]o  i)]ano  do  conjugado  resultante  é  determinada 
pelo  angulo  (\\\v  elle  forma  com  o  de  um  dos  conjugados  com- 
ponentes. 
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No  triangulo  oACy  por  exemplo,  temos  : 


ou: 


p. 

sen  a  Ac           sen  a  Ac 

u 

sen  Aac              sen  0 

M, 

p             sen  aAc^ 

M               sen  0 

donde : 

Ml 

A             P         ^     n        ^^i           A                          M^sen  O 
senaAc'^'  — ~—  sen  O  =  —,-!-  sen  Q  =  -  -  ' . 

JL  ^^  V  M*  +  Af,*  +  2  M,  M^  cos  O 

P 

Coda  iim  dos  conjugados  é,  pois,  proporcional  ao  seno  do 
angulo  formado  i^elos  planos  dos  outros  d'ns,  e  a  sua  com- 
posição far-se-ha  de  modo  análogo  á  composição  das  forças. 

Si  quizermos  decompor  um  (^onjugad  >  em  dois  outros 
contidos  em  dois  planos  dados  AC  e  .lF,cuja  intersecção  AB 
soja  parallela  ao  plano  do  conjugado  dado,  faz-se  passar  por 
esta  intersecçilo  um  plano  parallelo  ao  conjugado  e  trans- 
ix>rta-se  este  para  esse  plano  de  modo  a  dar-Uic  uma  posição 
(/?,  —  R),  por  exemplo.  (Fig  iS). 

Representando  por  il/,  AU  e  AI^  os  momentos  dos  con- 
jugados dados  ccomp:)nentes,  c  p  )r  a  e  ?  os  ângulos  formados 
pelo  plano  do  primeiro  com  os  dos  segundos,  temos  : 

A/t  sen  3  sen  3  Af,   sen  ji        _^  sen  a 

M    ^^  sen  (a  +  p)  ^^  sen  O  M  ~"  sen  (a  -fT)  ~~  ^^^ 

donde : 

sen^  sen  a 

^        senQ  *       5e«  O 

exprrssões  dos  valores  dos  conjugados  componentes  eciuiva- 
lentes  no  conjugado  dado  e  existentes  nos  planos  consi- 
derados. 
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Representando  ix)r 


a,,     ot,     o     1^ 


os  ângulos  formados  pelas  arestas  duas  a  duas,  e  sendo  a 
área  de  um  triangulo  medida  pela  metade  do  producto  de 
dois  lados  pelo  seno  do  angulo  por  elles  formados,   tomos  : 

í7,  a,  sen  ot,  =  i^A/j      «i  a,  sen  a,  =  2M^    a,  a^  sen  a^  =  2M^ 

m 

Por  meio  destas  equações  determinam-se  as  arestas 


«1,    rt,    o   «3 

e,  conhecidas  estas,  o  triangulo  ABC,  que  se  obtém  reunindo 
dois  a  dois  os  seus  extremos,  representará  o  conjugado 
resultante. 

'^  Si  os  planos  dos  conjugados  compo- 

C  nentes  forem   perpendiculares  entre  si 

(fig.  50),  03  momentos 


AOB  =  L,     AOC  =  3/    e     COB 


N 


A     X 


desses   conjugados  serão  as  projecções 
do  momento 

ABC  =  A' 


^''-*  ''^  do  conjugado  resultante  sobre  cíuia  um 

dos  três  planos,  de  sorte  (luo  si  representarmos  por 


A,  .J 


O    Y 


OS  ângulos  formados  pelo  plano  do  conjugado  resultante 
com  cada  mn  dos  planos  o )oi"denados  ou  pelo  eixo  deste 
conjugado  com  cada  um  dos  eixos,  teremos  : 


L  =^-  K  cos  cí,  3/  •—  7v  cos  f-J,   .Y  =  A'  cos  y 


0) 


Um  conjugado  qualíiuer  i)(')il('  ser,  [))is,  substituído  por 
três  conjugados  cciuivalentes,  coiilidoo  em  três  planos  ooorde- 
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nados  rectangulares,  cujos  momentos  sao  iguaes  ao  producto 
<lo   ni"  )niento  do  oonjupfado  considerado  ixílo  coseno  do  an- 
gulo formado  pelo  seu  plano  com  cada  um  dos  planos  coor- 
denrídos. 

As  equações  (1)  nos  dâo: 

K  =  yu  +  M*  +  N*,     C05  5=»--^-'  cos  (i  =-— ^'   cosf    =^ 

Por  meio  destas  equaçOes  detcrmina-sc  o  conjugado 
resultante  A'  o  os  ângulos  formados  pelo  seu  eixo  com 
c>s  eixos  coordenados  quando  sõo  dados  os  conjugados 
componentes 

L,  M  e  N 

considerando  um  numero  qualcjuer  de  conjugados: 

PiPi  Ptih* P^Pn 

formando  com  os  planos  coordenados  os  ângulos 

(    «itPnYl      |i      (    «!*?«'  r,|, [«n^     Pa^     YnJ, 

decompondo  cada  um  desses   conjugado   segundo  os  tros 
l)Innos  coordenados,  representando  p  )r 

/>,  M  e  N 

m 

OS  conjugados  resultantes  da  composiçílo  de  todos  os  conju- 
gíidos  existentes  em  cada  um  dos  planos  temos: 

L  =  I\pi  cos  a,  +  P^Pi  cos  'x^  + +  P  p  cos  ol 

n  n     n 

M  ^  P^p^  cos  %  +  P^p^  cos^^.^^ +  P  p   cos   i-i 

.V  ==  P^p^  COS  Yi+  P^fCos  Y,  + +  P  p  cos'f 

n      11  u 

Mecânica    ti 
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Representando  por  Kv  o  conjugado  resullante  e  por 

a,  ?  (?  Y 

os  ângulos  formados  pelo  f-eu  eixo  com  os  eixos  coordenados 
temos  tinalmente  para  determinar  este  onjugado: 


Uín  conjugado  e  uma  força  contidos  no  mesmo  plano 
ou  em  planos  parallelos  podem  sempre  compor-se  em  uma 
força  única  igual  e  paraUela  á  força  considerada^  pois 
podemos  sempi^e  modificar  o  conjugado  de  modo  que  as 
duas  forças  que  o  constituem  sejam  iguaes  a  força  dada 
e  coUocal-o  de  modo  que  uma  de  suas  forças  actue  na 
mesma  direcção  e  cm  sentido  contrario  á  força  dada. 

Nestas  condições  ficará  restando  orno  e<]uivalente  do 
systema  apenas  uma  das  forças  do  conjugado,  igual  cfiaral- 
lela  á  força  priímtiva. 

Reciprocamente  uma  força  P  pôde  sempre  ser  decom- 
posta oní   uma  outra   P'  igual,  pararella  e  api)licada  a  um 

pí)nto  ligado  ao  seu  ponto  de  applicação, 
^..  /-/e  em  um  conjugado  cujo  momento  seja 

^ :^^/o-       igual  ao  prodncto  da  força  P  pela  menor 
/  ^ '       distancia  entre  esta  força  e  P^ . 
/  'p'  Considerando  a  força  P  appiicada  era 

>y?  um  ponto  O  íig.  (51),  si  em  um  pjnto  0) 

Fig.  51  applicarmos  as  duas  forças 

iguaes,  parallelas  a    7'   c  actuando  em  sentidos  contra ri'j$a^, 
teremos  substituído  a  força  P  por  um  systema  equivaleiHi_e 
constituido  pela  forra  igual  e  i)arallela  P^  e  pelo  conjugadl\o 


(  7M-P'  ) 


cujo  momento  é  igual  a: 

V  X  o:  or 
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Um  conjugado 


(p.-p) 


c  uma  força  F  quando  nfio  se  acham  contidos  no  mesmo 
plano  ou  em  planos  parallelas,  podem  ser  su})Stituidos  de 
uma  infinidade  de  modíjs  por  duas  forças  nuo  existentes  no 
masnijplíuio.  Transportando  o  canjugado  parallelamento  a 
si  mesmo  até  que  o  ponto  de  applicaçílo  de  uma  de  suas  forças 
i^  coincida  com  o  ponto  de  applicaçao  da  força  Fy  a  resultante 
R  destas  duas  forças  concorrentes  e  a  outra  força  P  do  con- 
jugado constituirão  osystema  equivalente,  de  duas  forças  nao 
existentes  no  mesmo  plau),  si  quistírmos  sujeitar  uma  das 
forças  resultantes  a  passar  por  um  ponto  dado  basta  trans- 
portar o  conjugado  para  um  plano  parallelo  passando  i)elo 
I>onto,  V  dispol-o  de  m(jdo  (pie  uma  de  suas  forças  passe  pelo 
ponto  e  a  outra  prolongada  encontre  a  forçii  dada. 
Reciprocamente  duas  forais 

F,  e  F, 

nao  existentes  no  mesmo  pl.Muo  podem  ser  substituídas  de 
uma  infinidade  de  maneiras  pjr  um  conjugado  e  uma 
força  nâo  existente  no  mesmo  plano. 

Decompondo  uma  das  forçais  consideradas  F^  em  duas 
outras 

F,eF, 

uma  das  quaes  seja  igual  e  parallela  a  F^  e  forme  com  ella 
um  conjugado,  fica  o  systoma  primitivo  substituído  pelo 
systema  Cípiivalente  constitui. lo  pelo  conjugado 


(f.-f.) 


€  lK'la  lorça  F^.  Orn,  si  este  systema  pode  ?:er  por  sua  ve/ 
substituído  por  uma  infinidade  de  systemas  e(iuivalentes  de 
^luas  forças  não  existentes  no  mosmo  plano,  conclue-se  que 
iini  systema  de  duas  forças  nuo  existentes  no  mesmo  plano 
l)óde  ser  substituído  por  uma  infinidade  de  systemas  de  duas 
íopças  nas  mesmas  condições . 


I 


340  MECÂNIC/V    GERAL 


Considerando  um  systennia  qualquer  de  forças  existentes 
no  mesmo  plano,  refcrindo-o  a  dons  eixos  rectangulares  e 
decompondo  os  forças  segundo  paroUelas  a  esses  eixos, 
teremos  substituído  o  systema  considerado  por  um  outro 
equivalente  constituído  por  dous  grupos  de  forças  parallelas 
aos  eixos. 

Si  cada  um  desses  grupos  tiver  uma  resultante  única,  a 
composição  das  duas  dará  para  resultado  final  do  systema 
uma  força  única. 

Si  cada  um  dos  grupos  tiver  para  resultante  um  oiija- 
gado,  a  composição  dos  dous  conjugados  dará  para  resul- 
tante final  do  systema  um  conjugado  único. 

Si  o  grupo  de  forças  parallelas  ao  eixo  dos  x^  por  exemplo, 
reduzir-se  a  uma  resultante  e  o  grupo  de  forças  parallelas 
ao  eixo  dos  ?/  reduzir-se  a  um  conjugado  parallelo  a  este 
eix<>,  a  composição  do  conjugado  e  da  força  dará  i^ara 
resultante  final  do  systema  uma  força  única  parallela  ao 
eixo  dos  X. 

Supponliamos  um  systema  de  forças  qualquer  nfíO 
existentes  no  mesmo  plano.  Considerando  uni  plano  íix.» 
ao  systema,  o  plano  dos  ,77/,  por  exemplo,  prolongando  cada 
uma  das  forças  até  encontrar  (issc  plano,  supponliamos  os 
seus  pontos  de  ai)plicaçõo  transportados  para  os  traços 
respectivos. 

Para  determinar  estes  novos  pontos  de  applicaçao  liasta 
fazer  em  cada  uma  das  equações  que  representam  essas 
forças  a  hypothese  correspondente  á  existência  do  ponto  no 
plano  dos  xij. 

Assim,  considerando  a  força  7^^,  por  exemplo,  formandr 
com  us  eixos  os   ângulos  a^  í^^,  y^  temos: 
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Sondo : 

Xj  =x  P,  côs  a,       y,  =-  Pj  005  (5,      2^  =  P,  cds  ^ 

*^^5^Qndo  nestas  equações: 

^^'-> topemos    para  coordenadas  a^  e  &i   do  traço  no  plano 

_  ^^jj^^^-X,  í, ,       _  ^i  //t  —  ^1  u 
a,  -  o,  - 

Si  entre  as  forças  consideradas  houver  algumas  paralle- 

*'*-^     do  plano  dos  x//,  no  ponto  de  applicaçHo  de  cada  uma 

^to^^Qg  fQpç^g  consideraremos  applicadas  duas  forças  arloitra- 

^^^5^  iguaes,  directamente  oppostas  e  parallelas  ao  eixo  dos  js, 

^    ^I  lie  em   nada    modifica  o   systema ;    destas  duas  forças 

^--^^>nporem(JS  a  pjsltiva  com  a  parallela   ao  plano  e  com  a 

.  ^^^  viltante  comporemos  a  negativa  ;  procederemos  de  modo 

^^  lítico  para  com  todas  as  outras. 

DecomiX)ndo  cada  uma  das  forças  no  seu  novo  ponto  de 
^J>licaçiio  em  duas  outras  uma  no  plano  dos  xij  e  outra 
r^^^^pendicular  a  este  plano,  teremos  substituído  o  systema 
^i unitivo  por  um  outro  equivalente  constituído  por  dois 
^^pos  de  forças  umas  situadas  em  um  mesmo  plano  dos  xy 
^^utras  perpendiculares  a  este  plano  e,  portanto,  parallelas 
^^   ^ixo  dos  j. 

Si  cada  um  destes  grupos  tem  uma  resultante  única  fica 

i^stema  reduzido  a  essas  duas  forcas,  si  ellas  nõo  se  en- 

->t  itram,  e  a  uma  única  no  caso  contrario  ;  si  um  dos  gru- 

*^^''-*s,  o  das  forças  situadas  no  plano,  por  exemplo,  tem  para 

^^^Sultante  um  conjugado  e  o  outro  uma  força  única,  decom- 

*^^-*iido  a  força  em  duas  parallelas  que  encontrem  as   forças 

^^s  conjugados   obteremos   inn  systema  de   quatro  forças 

*^^vergentes  duas  a  duas,  cuja  composição  dará  para  resul- 

7^  í^te  final  do  systema  duas  força  situadas  em  planos  paral- 

^los;  si,  finalmente,  cada  um  dos  grupos  tem  para  resultante 
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um  conjugado,  decomix)ndo  cada  uma  das  forças  de  um  dos 
conjugados  como  a  força  do  caso  precedente,  teremos  em 
planos  parallelos  dous  grupos  de  três  forças,  cada  um  dos 
quaes  pôde  reduzir-se  a  uma  unicfi  e  a  resultante  final  do 
systema  será  ainda  duíjs  forças  em  planos  parallelos. 
Consideremos  um  i^ystema  de  forças  quaesquer: 

cuj')s  pontos  de  applicaç{ío  supporemos  invariavelmente  li- 
gados. 

Podemos  substituir  uma  qualquer  dessas  forças  Pt,  por  j 
exemplo,  por  um  systema  equivalente  constituido  por  uma 
força  igual  c  parallela  applicnda  a  um  ponto  O,  inteira- 
mente arbitrário,  ligado  ao  seu  ponto  de  api)lieaçiiO,  e  i)or  um 
conjugado  cujo  momento  seja  igual  ao  pn^ducto  da  força  P| 
pela  distancia  entre  as  duas  ix)3ições  parallelas  da  mesma 
força . 

Transportando,  pois,  cada  uma  das  forças  consideradas  ; 
parallelamente  a  si  mesma  para  um  ponto  qualquer  o,  por 
meio  do  conjugado  correspondente,  pxiemos  substituir  o Sj^s- 
lema  primitivo  por  um  outro  equivalente  constituido  por fl 
forçcis  iguaes  e  parallelas  respectivamente  ás  íorqtxs  dadas, 
e  convergindo  todas  no  mesmo  ponto  o,  e  por  n  conjugados 
cujos  momentos  seroo  respectivamente  iguaes  a )  producto 
de  cada  força  pela  distancia  entre  as  suas  duas  direcções 
parallelas. 

Pela  composição  das  n  fprças  convergentes  e  dosn 
conjugados  entre  si,  substituiremos,  finalmente,  o  systema 
de  n  forças  quaesquer  por  um  outro  equivalente  constituido 
por  um  conjugado  e  uma  força  única  applicada  ao  pontoo. 

Si  o  conjugado  resultante  e  a  força  única  a<*harem-seein 
planos  parallelos  a  composição  dos  dous  dará  para  resultante 
final  do  systema  uma  íórça,  fora  deste  c^so  o  conjugado  ca 
força  única  e,  portanto,  o  systema  de  forças  quaesquer, terSo 
para  equivalentes  uma  infinidade  de  systemas  de  duas  forças 
nuo  existentes  no  mesmo  plano. 
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loferliKl)  o  systoma  de  forras  a  tros  c[xí>s  coordenados 

ii^Milares  (íig.  52),  representando   por    ír^,  iji,   ^r^  as 

zi       |/j  coordenadas  d')  ponto  de  applicaçXío 

'        da  foiva  Pi,  pjr  a^,  p^,  y^  os  ângulos 

I    /  ,0'       //      que  cila  f<3rma  com  03  (úxos  coordc- 
/'j  i    g  nados,  e  por  />£,  />,  o  p^  as  suas  com- 

^       T^      T     P->'í<-''"^t*-s   parallelas   aos  três  eixos, 
6  1}     temos : 

Ki.     -,0  Vi  =  ^\  C^^  «1»  Pi  «=  Pi  OOS  Pm  Pa  =  Pi  COÍ  Xi 

lYansp  )rtando  a  f<jrça  /)i  para  o  ponto  b  por  meio  de  um 
ligado  igual  a  : 

ido  om  um  plano  parallelo  ao  piano  d^^s  cTj,  essa  força 
icncia  em  b  pí^de  ser  transix)rtada  parallelamente  a  si 
íTia  ao  eixo  dos  x  ou  ao  ponto  o  por  meio  de  um  con* 

do :  ^ 

Pj  4-  te  =  »/,  Pi  cos  «1 

'idono  plano  dos./Y/. 

Transportando  do  modo  idêntico  as  componentes  p%  e  p, 
mos,  finalmente,  em  cada  plano  dons  conjugados  : 

Xi  Pj  cos  p,,     —  J/l  Pj  coj  «p     no  p/a*io  íím  ory 

—  x^  Pj  C05  Y, ,     Zy  P,  cos  oc,,     «o  plano  dos  x% 

—  3|   Pi  cos  p,.     í/,  P,  cos  Yi,    «o  |)/rtwo  í/os  yz 

Compondo  os  conjugados  de  cada  um  dos  planos,  os  seis 
igados  senlo  substiluidos  pelos  três  equivalentes  : 

*;,  P,  cos  Pi  —  y,  P,  cos  a,  =  j.Tj  cos  p,  —  yj  cos  «jj  P, 
?,  P,  cos  a,  —  X,  P,  cos  Yi  =  (-1  <^^s  ^1  —  ^!  ^^9  Yi)  "P| 
Vj  P,  cos  Yi  —  ^1  Pi  cos  p,  —  I  í/,  cos  Yt  —  »i  cos  p,  J  P, 

Tal  é  a  express&o  dos  conjugados  que  6  necessário  intro- 
r  nos  três  planos  coordenados  quando  se  transporta  a 
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fon^a  Pi  ou  as  suas  componentes  parallelamente  a  si  mesnia 
do  ponto  o'  para  o  ponto  O. 

(^s  momentos  da  força  Pi  relativamente  aos  três  eixos 
coordenados  tendo  para  expressão: 


i=f\  (i/l  cos  Y,  —  -1  cos  84 1 
n  =  P^   [x^  cos  B,  —  1/1  CO*  a,  j 


conclue-se  que  uma  força  applicada  a  um  ponto  qualquer  do 
espaço  pôde  ser  substituída  por  três  forças  parallelas  aos  Ires 
eixos  rectangulares  e  três  conjugados  contidos  nos  três 
planos  coordenados,  as  forças  componentes  sendo  iguaes 
respectivamente  ás  projecções  da  força  considerada  sobre 
cada  um  dos  eixos,  o  os  momentos  dns  conjugadas  sendo 
iguaes  aos  momentos  da  força  considerada  relativamente  aos 
três  eixos. 

As  expressões  relativas  aos  momentos  das  forças  teem, 
pois,  para  imngem  mc(íaniai  o  systema  especial  de  du?is 
forças  iguaes  parallelas  c  de  ^sentidos  contrários. 

I^]stas  expressões  que  apresentaram-se  como  simples  re- 
lações algébricas,  com  a  c oncepçilo  dos  conjugados  licain 
tendo  uma  significação  mecânica  perfeitamente  deíinida. 

Si  as  componentes 

da  força  linal,  representam  translaçrnis  que  tendem  a  pro- 
duzlr-se  segundo  cada  inn  dos  eixoá,  as  componentes  do 
Cíjnjugado  resultante 

L        M        Q         N 

representam  rotações  que  tendem  a  realizar-se  em  torno  dos 
mesmos  eixos ;  as  Cípi-íções  que  deíinem  a  resultante,  f^ao  p  às, 
a  traducção  algébrica  do  plienomen o  mectmico  du  translação, 
eas  CíiuaçõCo  qn(^  definem  o  conjugado  são  a  traducção  al- 
gébrica do  phenomeno  meaniico  da  rotação. 
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Proa»deiido  do  mcsin)  modo  com  cada  uma  das  forças, 
e  representando  por: 

n  n  n 

"^n    ^3»  •  •  •   ^      «  Ps  I  3*  •  •  •  i'      ♦  Ta»    Ya*  •  •  •    I 

n  n  n 

OS  eo)rdcnadas  dos  seus  pontos  de  applicaçílo  e  os  ângulos 
que  formam  com  cada  um  d  )S eixos,  representando  por 

as  resultantes  de  todas  as  forçiis  segundo  cada  um  dos  eixos 
c  as  resultantes  de  todos  os  conjugados  de  cada  um  dos 
planos,  teremos  o  systema  de  n  forcas  quaesqucr  suI)Stituido 
pelo  systema  equivalente  d(^.  três  forras  e  três  conjugados 
se^^uintes: 

-Y  =  P,  cos  oLi  +  Pj  cos  a  + . . . .   -f  /^     cos  ol    =  ^  P  cos  tl' 

u  u 

r   =-    Pj  cos  P,    +    P,  COÍ  9,    +...•+   P     C05   p      =   V   p  coí  p' 


n  u 


^  —  Pj  coi  Yi  +  P,  co.s-  Y,  +....+  P    C05  Y    ^:  V  />  cos  y* 

n  n 

^  -=  ^1  yji  cos  Y,  —  -s,  íos  (i,|  +  P,  |//,  cos  Yi  —  -.  cos  p,|  +..., 


+  P  ///    cos    Y    —  -    ^^**    P     I  ^ 
--=  Zí:  i'  (;/'  CCS  Y'  —  -'  cos  p'j  =  V  /ift/'  —  yA 

3/=  P,  1 -í  cos  'x^  —  o:^  COS  yA  +  P,  l^i  cos  a,   —  a^,  cos  Yí)   +   •••• 

4-  P  (3     cos  7,    —  X    cos  y     \    _^ 
n  1    n  n  n  n  j 

=  V  p  /j'  cos   a'  —  X-'  cos   y')  =  :^  (x^'  —  Zx'\ 
A^"=  /'i  1^1  cos   p,  —  í/j  cos  a,]  -f-  /^,  [:/;,  cos  p,  —  ^/^  cos  aj  +  .... 

+    P    Ix      cos    p   —  V  cos   Cí   ]  __ 
n  1  n      *  n     11      n  j 

=  V  p  L'  cos  V   —  y'  cos  'A   =  V  í  >V  —  Xy'\ 
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Represontnndo  por  R  as  resultontcs  das  três  forças 

X,     y     e     z, 

por 

a,     i^,     o     Y 

os  anírulos  que  fornia  com  os  (mxos,  por  A"  o  conjugado  re- 
siiltanle  dos  trcs  conjugados 

L,      M     e      N 

O  por 

«,       b      o      c 

OS  ângulos  que  forma  o  seu  oixo  com  os  eix^is  coordenados, 
terem  >.^,  finalmente,  para  equivalente  do  systema  primi- 
tivo, o  systema  constituído  por  uma  única  força  7?  de- 
terminada ixílas  equações  : 


«  =  V/  X«  +  F-  +  Z*    ,    cos  %  =  ~ ,    coí  3  =  -^  , 

z 

e  por  um  conjugado  resultante  determinado  pelas  equações  : 
, L  ^       M 

K    -  ^/   ij  _|_  .!/-•  -^  ;\^í     ,     c^s  a=  -^  ,     cos  h  ^-  —^  , 

N 

cos  c  ^  —  „-     . 

Estns  ultimas  equo^òos  nos  mostram  que  o  momento  do 
conjugad)  result?uite  c<:>rrospond(^  A  somma  maximum  de 
mom(*nto,^  das  for(;ns. 

Si  o  systema  d»^  forças  achar-se  situado  em  um  único 
plano,  o  dos  rij,  por  exemplo,  teremos: 

z  ^0    z'  =  o 

e,  porta  ntn: 

3/  ^  o    L  =  o, 

(M)  syslema  ter;'»  pnra  eqiiivíilente  um  outro  constituído  pela 
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sendo 

X  =  ZP  cosol'     r  =  2  P  cos  S', 

e  p<3lo  conjugado  : 

iV  =  2  P  U'  cos  p'   —  y'  cos  a'  j  =:  V  Iyx'  —  Xí/'|    . 

Consideremos  O  systoma  qualquer  de  forças  reduzido  a 
dois  grupos  de  forças,  as  de  um  : 


•it  *'!»  "a 


ele. 


peri)endiculares  a  um  plano,  (lue  supporcmos  o  dos  .ry  e  as 
do  outro  situados  neste  plano. 

Transportando  parallelamente  a  si  mesmas  para  o  eixo 
dos  X  e  depois  para  a  origem,  as  forças  do  primeiro  grupo, 
podemos  substituil-o  por  um  systema  equivalente  constituído 
por  uma  força  : 

ou 

representando  y  o  angulo  que  formam  as  forças  com  o  eixo 
dos -7,  e  dois  conjugados  cuja  expressão  vamos  deduzir. 

Considerando  uma  das  forças  Zi,  o  seu  transporte  para 
o  eixo  dará  o  conjugado  Zi  ò^,  c  o  seu  transporte  para  a 
origem  dará  o  conjugado 

sendo 

os  coordenadas  do  ponto  de  applicaçao  ou  do  traço  da  força 
com  o  plano  dos  xy. 

Substituindo  estas  duas  quantidades  pelos  seus  valores  já 
determinados,  temos  para  expressõo  dos  conjugados: 


(-^1^1 -^^i^i)  ,    j-V,^, -Z,rr,j 
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Para  o  grupo  de  forças  tereniíjs,  pois,  os  conjugados  re- 
sultantes: 

L'  =  V  Izy'  —  yA    =   V  P  íy'  cos  Y  —  s'  cos  íi'j 
Aí'  =  V  ÍXz'  —  Zx'\  =  V    p  U'  cos  a'  —  x'  cos   f\ 

Quanto  ao  grupo  de  forças  situadtis  no  plano  dos  xy, 
leriamos,  como  vinioo,  o  syslema  equivalente  constituído 
pela  força 

X  =  V  p  cos  ol'        Y  =  :^P  cos  S' 

6  O  conjugado 

iV  =  V  Iyx'  —  xA  ^  y:   P  Ix'  cos  V  —  y  cos  %'\ 

O  systenia  constituído  pel  )s  dois  grupos  de  forças,  umas 
existentes  no  plano  e  outras  perixindiculares  a  clle,  ficará, 
pois,  su])stiluido  por  um  systema  equivalente  constituído 
pelas  forças  : 

a:  =  V  p  cos  <x'        y  =  V  7>  cos  [i'        ^  --=  V  p  cos  y' 
e  pelos  conjugados: 

a'  —  «?'  CO*  y'  j 

A  c  .)niposiçâo  das  três  forças  e  dos  três  conjugados  dará 
para  resultante  final  do  systema  a  força  única  : 

X  Y 

^^'   --={/    X*  4-  y'  +  ^'   cos  a  =  -j-  ,     cos  p  =— ^  , 

cos  Y  ^    -j-  , 


Aí'  =  1  iXz'  —  Zx'\   -=  V  p    K'  cos 
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e  O  conjugado  resultante: 

M 


X  =  ^/   L*  +  Aí»  +  iV*    cos  a  =^  --^    ,     cos  h=     j^    , 

N 
cos  c  =  — ^  . 

Quanto  ás  forças  auxiliares  arbitrarias,  sendo  iguaes  e 
directamente  oppostas  duas  a  duos,  os  termos  que  a  ellas  se 
referem  destroem-se  dois  a  dois. 

Si  todos  as  forças  do  systema  forem  parallelos,  teremos: 

# 
0Í|    =   GCj  =   «3   =:    .  ,  .  .  ,       Pj  =  fjj  =  jjj  ^  .  ,  ,  .  ,       Yj    =  Yf    =  ti  =»  *  •  • 

As  trcs  primeiras  eciuaçoos  se  reduzirõo  o  : 
e  as  três  ultimas  a  : 

L'  =^  cos  Y  V  Py'  —  cos  P'  v  Pi' 
M  =  cos  a'  V  Pz'  —  cos  y'  v  Px' 
iV'  =  cos   6'  V  Px'   —  cos  ol'   V  py 

Si  tivermos 

\  p  =  o, 

^  teremos: 

R  =  o 

e  a  resultante  do  systema  será  um  conjugado  : 

^  =  [/  V*  -h  M*  =  N'* 

Si  tivermos  : 

V  Pa;'   =0,  V    Pu'   =  O, 

lerem'>s : 

N  =  o 

e  o  conjugado  resultante  tendo  um  momento  nullo  em  re- 
lação ao  eixo  dos  ;r  achar-se-lia  em  um  plano  parallel )  a  este 
eixo ;  si  tivermos  apenas 

V  Px'  =  o 

as  expressões  dos  conjugados  se  simpliílcarõo,  mas  em  geral 
nâoseannullam. 
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Para  o  grupo  de  forças  teremos,  ix)is,  os  coryugados  re- 
sultantes: 

L'  «  V  Izy'  —  yA    =   V  P  L'  cos  y'  —  z'  cos  p'| 
Aí'  =  V  IXz'  —  Zx'\  =  V    p  L'  cos  ol'  —  x'  cos  y'] 

Quanto  ao  gru])o  de  forças  situadas  no  plano  dos  xy^ 
teríamos,  como  vimos,  o  systema  equivalente  constituído: 
pela  força 

X  =  '^  P  cos  ol'       y  :=  :^p  cos  w 
e  o  conjugado 

iV  =  V  Iyj'  —  Xí/'!   =  V    p  L'  cos  V  —  /  cos  0L'\ 

O  systema  constituído  pel  js  dois  grupos  de  forças,  umas 
existentes  no  plano  e  outras  perpendiculares  a  clie,  ficará» 
pois,  substituído  por  um  systema  equivalente  constituído 
pelas  forças  : 

a:  =  V  p  cus  a'        Y  =  ':í  P  cos  3'         ^  =  ^  p  cos  Y 

e  pelos  conjugados: 

L'  ---  :í;  í^y  —  Ys'\  =  V  p  L'cos  Y  —  «'  cos  A 


Aí'  =  V    Xy  —  Zo;'     =  V  P     z'  cos  a 


A"  =  V     Yj:'  —  A>' 


'  —  «?'  COS  Y  1 
-=    V    P     |.r'   cos  V— y    cos  tt' j 


A  omposiçõo  das  três  forças  e  dos  ires  conjugados  dará 
para  resultante  final  do  systema  a  força  única  : 


^^  ^V/   A''  ^  Y'  -j-  Z' 


cos  a  = 


li 


,      COS    ^  =s 


li  ' 


cos  Y  — 
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>  conjugado  resultante: 

K  =   ^    L*  +  M*  +  N*    cos  a  =2  --^    ,     cos  0==  -^ 

N 
cos  c  = 


K    ' 

Quanto  ás  forças  auxiliares  arbitrarias,  sendo  iguaes  e 
•ecta  mente  oppostas  duas  a  duas,  os  termos  que  a  ellas  se 
ferem  destroem-sc  dois  a  dois. 

Si  todas  as  forcas  do  systoma  forem  parallelas,  teremos: 

«I  =  2t,  =  oc,  ^  • . . . ,    Pi  =  ?j  =  P»  ^  •  •  •  • »    Yi  =  Yf  "^  Yi  ==^  •  •  •  • 

As  tres  primeiras  equações  se  reduzirõo  a  : 
os  tres  ultimas  a  : 

L'  =^  cos  y'  V  Ptf'  _  cos  P'  v  Ps' 
3f  =  cos  a'  V  Pz'  —  cos  Y  v  Px' 
y  =  cos  Ê'  V  Px'  —  cos  a'  V  Py 

Si  tivermos 

V  P  =   o, 

pernos : 

ie  =-=  o 

a  resultante  do  systema  será  um  conjugado  : 


^  =  V/  L"  -h  -V*  =  N'* 
Si  tivermos  : 

V  Px'  =0,         V  P//'  =  O, 

remos:  ^^^ 

O  conjugado  resultante  tendo  um  momento  nullo  em  re- 
çijo  í\o  eixo  dos  -j  acliar-se-lia  em  um  plano  parallel )  a  este 
xo  ;    si  tivermos  apenas 

V  Px'  =  o 

B  expressões  dos  conjugados  se  simpliílcarão,  mas  em  geral 
ao  seannullam. 
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Representando  por  o  o  angulo  formado  pelo  eixo  do 
conjugado  e  a  direcção  da  força  única  resultante  de  um 
systema  qualquer  de  forças,  temos: 

cos  d  =-  cos  a  cos  ol  +  cos  b  cos  B  +  cos  c  cos  y 

Substituindo  os  cosenos  do  segundo,  membro  pelíjs  seus 
valores,  teremos  para  expressão  da  inclinação  da  força  uuíca 
sobre  o  plano  do  conjugado: 

LX  +  MY  +  N  Z 
cos  ô ^^ == 

LX  +  MY  +  NZ 


V      L^  '+  M*  +  N^        \/      X*  +   y«"+  Z' 


J 


Como  o  ponto  o  para  o  qual  se  faz  o  transporte  das  forças  * 
ou  a  origem  das  coordenadas,  é  inteiramente  arbitrário,  o 
systcnia  de  unia  form  única  e  um  conjugado  i^elo  qual  se 
pôde  substituir  um  systema  de  forças  dado  é  indeterminado, 
mas  entre  tod  )S  os  (lue  podemos  obter  ha  um  perfeitamente 
determinado  pela  posição  especial  do  plano  do  conjugado 
relativamente  á  direcçà)  da  força  única. 

S('Ja   o  7i*  a    fo:va    única    applicada  á 
origem  O,  o/c  o  eixo  do  conjugado  resul- 
^  tante  A',  e  O  o  angulo  formado  por  este  eixo 
com  a  direcção  da  força,  íig.  {ò3). 

Transportando  a  torça  7?  parallelamente 
a  si  mesma  para  um  ponto  qualquer  0\ 
teronioò  íiul)Stituido  o  systema  primitivo 
\)()r  um  outro  eípiivalcnte  constituído  por  uma  força  única 
R  ai)plicada  ao  ponto  o\  e  por   dois    conjugados:     A'  e 

A  compoisição  destes  d  >is  c mjugados  dará  o  conjugado 
íinal  A". 

Si  o  ponto  o'  achar-so  s^hre  a  direcção  da  [orça  oli  te- 
remos para  valor  do  conjugado,  consequente  do  transporte 
para  esse  ponto:  /m  -=  o,  e  o  conjugado  íinal  A''  será  iguala  A', 
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isto  é,  para  qualquer  dos  pjntos  da  força  oR  tomado  para 
origem,  o  conjugado  é  sempre  o  mesmo  que  para  a  origem 
primitiva  O  ;  si  tomarmos  uma  nova  origem  o''  na  dirocçílo 
de  O'  /?,parallela  á  direcção  de  oR,  o  conjugado  resultante  do 
transporte  será  A'',  =  (Rj  ^  R),  que  terá  para  momento 
fí  X  o'a,  isto  é,  o  producto  da  força  pjla  distancia  entre  as 
duas  parallelas.  Sendo  o  momento  do  conjugado  A',  relativo  á 
origem  o'  da  mesma  parallcla,  igual  a  /^  X  o^a,  conclue-se 
que  para  todos  os  pontos  de  uma  mesma  parai  leia  a  força 
única  O/?,  o  conjugado  final  A"  tem  o  mesmo  valor,  poiso 
resultante  para  todos  dos  mesmos  conjugados  componentes : 
K  e  RX o' a  =  A\. 

Nfio  achando-se  a  nova  origem  o'  soljre  a  direcçiio  da 
força  única  oR,  o  conjugado  A*,  proveniente  do  transporte  da 
força  e  que  tem  de  ser  composto  com  o  conjugado  resul- 
tante 7i' para  obter-se  o  conjugado  íinal  A',  terá  o  seu  eixo 
perpendicular  ao  plano  Roo'  e,  portanto,  á  força  única  OR 
existente  nesse  plano. 

Desde  ([ue  façamos  variar  a  origem  (/  este  eixo  occuparà 
no  plano  perpendi(íular  a  OR  todas  as  p  )siçr>es  formando 
com  o  eixo  do  conjugado  resultante  A'  ângulos  agudos  ou 
obtusos;  no  primeiro  caso  o  conjugado  linal  resultante  da 
Cí^mposiçfto  dos  dois  será  sempre  maior  (jue  o  conjugado  A', 
no  segundo  o  conjugado  final  pode  ser  maior  ou  menor  que  o 
conjugado  resultante  A',  dependendo  isso  da  grandeza  do  outro 
conjugado  componente  A'i,  que  por  sua  vez  depende  da  dis- 
tancia o'a  da  nova  origem  á  direcçõo  da  força  única  oR,  que 
varia  de  zero  do  infinito. 

O  conjugado  resultante  Kj  relativo  á  origem  O,  será,  pois, 
maior  ou  menor  que  os  conjugados  linaes  relativos  a  uma 
outra  qualquer  origem  O'  desde  que  níio  í^e  de  a  cuinciiencia 
de  O  A' com  oR,  isto  é,  desde  que  o  eixo  desse  conjugado 
resultante  nSio  coincida  com  a  direcção  da  força  única  OR  ou 
desde  que  o  plano  do  onjugado  náo  seja  perpendicular  a 
esta  força. 


I 
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Dada  esta  coincidência,  ix)réiTi,  o  eixo  do  conjugado  re- 
sultante A'  e  '>  d)  conjuíTido  proveniente  do  transporte 
para  a  nova  origem  A'£,  serão  sempre  peri>endicnlares  e, 
portanto,  o  conjugado  final  para  a  nova  origem  será 
sempre  maior  que  o  conjugado  resultante  A'  cia  origem 
primitiva  o. 

O  ponto  de  espaço,  p3is,  para  o  qual  o  conjugado  resul- 
tante A'  é  menor  <iue  o  conjugado  resultante  A*!,  relativo  a 
toda  outra  qualquer  origem,  é  aquelle  para  o  <]ual  o  eixo  do 
conjugado  resultante  A'^ coincide  o^m  a  direcção  da  força  única 
R  ou  aquelle  para  o  qual  o  plano  de5;se  conjugado  t»  perpen- 
dicular á  direcção  desta  força. 

Determinado  este  ponte»,  gosarOo  da  mesma  propriedade 
todos  os  iK)ntos  da  i)arallela  tirada  p3r  elle  á  força  única  fíy 
pois  i^ra  todí3S  elles  o  oonjugado  é  o  mesm"»,  e  confundem-se 
todos  os  seus  eixos. 

Existe,  pois,  no  espaço,  apenas  um  eixo  para  o  qual  o  con- 
jugado resultante  K  tem  o  seu  p!an )  i perpendicular  á  dirocçílo 
da  força  única  N  e  tem  um  vai  >r  mininuini. 

Para  determinar  este  c  mjugado  transportemos  a  força 
única /?  ou  as  suas  comp)neiit''S  A'.  }'eZpara  uni  i>ionto  o' 
cujas  c  x>rdenadas  s*^jam  x\  //*,  j*  p-  r  intermédio  dos  con- 
jugados : 

y^'  —  Zi/  .   Xx'  —  .Vi'  e  Xf/'  —  Yx' 

Compondo  estos  conjuga» los  com  os  outros  /.,  .1/  o  .V  re- 
lativos â  (>rigom  primitiva,  sul»stituiremos  o  systema  por 
uma  força  única  /«\  applioíuia  a  o',  e  t^s  trosconjugad  )s: 

L  ^  L  +  Yi   —  /•;/      M   =  .V  -^  Z.:'  —  Xz'     X  =  ^V  -f   Xy'  —  >V 

Compondo  ostt^s  livs  conjugados  em  um  imico  leremos 
para  conjui^ado  liiial  : 
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Representando  por  o'  o  angulo  formado  pelo  eixo  deste 
conjugado  e  a  direcçõo  de  força  única  R  applicada  á  nova 
origem  o\  temos  : 

L'  X  +  Af '  y  +  iV'  z 


cos  O'  = 


|/"X*  +  Y*  -\-  Z*  \^L'^  +  M'«  +  N'^ 


Para  que  o  eixo  do  conjugado  resultante  C3incida  com  a 
direcçHo  da  força  iniica  é  noscessario  que  lenhamos  O'  =  o  ou 
cos  6'  =>  7,  isto  ó  : 


j/"X«  +  y*  +  Z*  {Tl*  +  itf"  -Jf  N'^  m:=L'  X+M'  Y+  N'  z, 

d'onde  : 

(^^  X  —  L'  y;  •  +  (n*  y  -^m'  z)*  +  (v  z^n'X)*  =  o, 

I>ortanto : 

Af '  X  —  L'  y  =  o,  N'  Y  ^  M'  Z  =  o,  L'  Z  -^  N'X  =  o 

Substituindo  L%  M\  e  N'  pelos   seus  valores,  temos  : 

MX  +  XZ  x'  -^  X*  -•  —  yx,  —  Y^z'  +  YZif  =  o 
AT  +  yXi/'  —  y«  x'  —  JIÍZ  —  ^T'  a'  +  ^X  5'  =  o 

iz  +  zy  2'  —  zy  —  ivx  —  X*  i^'  +  xy  a;'  =  o 

Eliminando  .:(''  entre  a  primeira  e  a  terceira,  j'  entre  a 
segunda  e  a  terceira  e  tf  entre  a  primeira  e  a  segunda^ 
temos : 

LX  4-  A/y  -4-  NZ 


y'Z'^t'Y=^L^X 


ç'  X  —  V  Z  =  M  —  y 


X\  +  Y'  -t  Z* 
LX  -f  3n'  +  NZ 


X'  +  y*  +  z^ 

r'  y  -  t/'  X  -   V  -  Z     ^^  +  ^^  +  .V/T 


(í; 


Destas  equações  apenas  duas  suo  distinctâs  e  rcpre- 
sentam  umá  recta",  lugar  geométrico  de  todos  os  pontos  d^e 
oppUcaçâo  da  força  única  R,  isto  ó,  silo  as  equações  qite 
definem  a  própria  força  R. 

jJecanicA    Zi 


I 
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O  momento  do  conjugado  <:ujo  plano  é  peri^endicular  a 
n  esta  recta,  tem  para  expressSo : 


Substituindo  ns  quantidades  comprehendidas  nos  paren- 
thesis  pelos  seus  valores  dados  p*^la  injuacilo  fl),  temos: 

^,      LX  4-  V  Y  +  y^       ,.       LX  +  J/r  -f  \z 


v/X*  -f.  y*  -f  z' 


/i 


í^ 


/p 


A  t^to  conjugndo  mitumum  denomina-se  conjugado 
central  e,  como  vem':)s,  o  st^i  momento  é  igual  ao  momento 
minimun  maximoruni  das  forras,  isto  é,  o  conjwjado  central 
é  igual  à  somma  dos  momentos  das  forças  relativamente 
a  uma  das  forças  únicas  a  que  «!•  n^ductivel  o  systema. 

O  eixo  do  conjugado  centi'al  donomina-?e  eia^  central 
e  para  elle  o  conjugado  resultante   ó  simultaneamente  um 
fi^  maxímum  relativamente  a  todos  os  eixos 

—  ■rf(  (jue  se  cruzíim  com  elle  no  mesmo  |)onto 
»)u  origem,  c  um  mininnun  r< 'lati vãmente 
áquclles  ([ue  dà«:>  onjugadjs  máxima  fiara 
<)S  divers<->s  i»ontos  do  espaço. 

Para  (léifrminnrmos  o  eix«)  <;entral  con- 
sideremos o  1  ú\n  única  lí  applicada  a  um 
ponto  o,  e  s<'ja  OK  o  conjugado  corres- 
pondente. F:^  ir)4.i 

Transportemos  <'ssa  forra  pura  um  ponto 
o'  tal  ([uo  a  perp<Mi'licular  ao  plano  /<*00* 
ou  o  eixo  d(j  conjugado  yh\  —  /iM  por  meio  do  «lual  se  faz  o 
transporte,  se  aclie  no  plan>  ROK  e  do  lado  de  OH,  para 
o  qual  esse  eixo  tenha  a  dinHvHo  OA'i,  pois  é  necessário 
que  a  força  unicci  R  íique  conipreliendida  \\o  angulo  dos 
eixos  dos  conjugados  conipon^Mites  A'  c  A'|.  Escolhendo  O* 
a  uma  (listíiii';in  0"J   =  y>  ImI  (juo  o  momento  do  conjugado 


r,'' 

^ 


'fí' 


Kig.  :,\ 


MKCANICA     GERAL 


355 


(i?,  —  R)  sejQ  igual  ao  lado  OA'i  do  parallelogrammo,  que 
se  oonstroe  projectando  o  a)njugado  A'  sobro  a  for(;a  única  7?, 
temos:  OKi^Rp.  Designando  por  O  o  angulo  KOK\  formado 
pelo  eixo  do  conjugado  K  com  a  direcção  da  força  única  7?, 
leremos,  para  determinar  a  posição  do  iX)nto  0\  as  equações 
seguintes^  notando  (lue  o  eixo  do  conjugado  IC  coincide  com 
a  força  i?  e  o  de  K^  lhe  é  perpcndi(!ular : 

LX+  MY  +  NZ                                    LX  +  MY  +  NZ 
KR '  ^    =  K  cos  ô  =  ^ 

Ki  =  Rp  ^  K  sen  O 


cos  o 


O  ponto  O'  será  um  ponlo  (lunlípier  da  recta  ptirallcla 
A  força  única  /?,  tirada  a  uma  distancia  : 


V  = 


K  sen  O 
R 


desta  força,  no  plano  perpendicular  ao  plano  KGR,  segundo 
a  direcção  de  7?  e  do  lado  tal  ipie  n(iue  osta  íorça  compre- 
hendída  entre  os  eixos  d')S  conjugados  componentes. 

Si  tomarmos  O'  sobro  a  perpendicular  ao  plano  KOR  no 
ponto  Oy  representando  por  r/,  b  e  <•  as  suas  coordenadas 
relativas  a  três  eixos  rectangulares  tendo  para  origem  o 
ponto  O,  e  sendo  w  =p,  peri)cndicular  á  direcçu o  da  força 
uníca  /?>  cujas  componentes  segundo  os  três  (uxos  são  -Y, 
y  e  -2',  e  ao  eixo  do  conjugado  resultante,  cujos  comix)- 
nentes  segundo  os  mesm(.>s  eixos  são  :  L,  M  r  X,  teremos 
para  determinar  as  coordenadas  do  ponto  O',  e,  portanto,  a 
sua    posição,  as  equações: 


a*  +  b*  +  c*  =  p*  = 


K*  sen*  O 


IV 


aX+bY  +  cZr^o, 
aL+bM-^cN=o 

'  Estas  equações   nos  dõo  dous  pontos  com  as  mesmas 

coordenadas  porém   com   sígnaes  ojutrarios,  e   dos  dous 


í 
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deve  ser  tomado  aquelle  para  o  qual  o  eixo  do  conjiigad»' 
A'i  satisfaça  a  condiçHo  que  estabelecemos  relativamente  í 
direcçilo  da  força  /?. 

Determinado  o  ponto  O',  a  parallela  á  força  única  Jf, 
tirada  \x>r  esse  ponto,  será  o  eixo  central. 

Supponhamos,  finalmente,  que  se  reduza  um  sysimà 
de  forças  a  luiia  resultante  /?  e  aum  conjugado /v.  A  condi- 
ção para  que  esse  systema  fique  reduzido  somente  a  um 
força  H\  è  que  a  força  /?  e  o  conjugado  A'  estejam  no 
mesmo  plano  ou  em  planos  parallelos.  Em  qualquer  de** 
dous  casos  o  eixo  do  conjugado  A'  será  perpendicular  á 
direo;íio  da  força  e,  portanto,  teremos,  na  formula : 


cos  o  = 


KR 


O  angulo  o  igual  a  90%  do  que  resulta  : 

LX+MY+yz= o 

e*iuaçíioque  representa  a  relação  que  deve  existir  entre  a 
fon;as  e  os  momentjs  om  relação  a  três  eixos  rectangulares 
piíra  que  o  systema  lenha  somente  como  resultante  uraa 
for^a  I\  . 

Si  so  quizer  exprimir  que  os  forças  do  systema  sâore- 
dr.otivois  a  uma  luiica  passando  por  um  ponto  dado,  serí 
necessário  exprimir  que  o  conjugado  resultante  é  milloo 
Mue  dará  a.>  três  e<iuaç»jes  : 

L  —  o,  j/  =  o,  JV  =  o 

que   traduzidas   em    linguagem  vulgar  nos   mostram  ípí] 
nesto  caso  a  s.>mma  d'.>s  momentjs  deve  ser  nulla  emrt- 
Iaçà.>  aos  Ires  eixos  que  se  cruzam  no  ixMitodado. 

Para  « [ue  o  systema  de  ror<;as  se  reduza  a  inii  simpte 
conjugado  c  necessário  evidentemente  que  tenhamos  : 

/?  =r  o  OM  -V  =  o,  r  =  o,  z  =  o 


MECÂNICA    GERAL 


357 


islo  é,  que  as  forças  do  systema  transportadas  parallela- 
mente  a  si  mesmas  para  um  mesmo  ponto  alii  estejam  em 
equilíbrio. 

Além  disso  é  necessário  que  o  conjugado  A'  ntio  seja 
nullo  e  por  conseguinte  as  três  quantidades  : 

nfio  deverão  ser  nuUas  simultaneamente. 

Neste  caso,  pois,  verifica-se  ainda  a  relação  : 

exigida  i^elo  caso  da  reducçao  a  uma  simples  força  R'. 

CENTRO  DE  GRAVIDADE 


O  estudo  que  acabamos  de  fazer  encontra  uma  primeira 
applicaçilo  na  determinação  do  centro  de  gravidade  dos  sys- 
temas,  pn^paraçôo  previa  indispensável  ao  desenvolvimento 
íotheoria  do  equilíbrio. 

Todos  os  corpos  acham-se  suljmettidos  a  acçíío  da  grn- 
^idade,  força  continua,  variável  com  a  latitude  e  a  altura  e 
^jfis  acções  suo  mais  ou  menos  convergentes  para  um  ponto 
faterior  da  terra . 

Sendo  as  dimensões  <lo3  corpos  e  distancias  considera- 

^no  estudo  da  mecânica  diminutas  quando  comparadas  (\ 

grandeza  do  raio  da  terra,  considoram-se  as  acções  da  gravi- 

^des  constantes  e  parallelas  á  vertical,  de  modo  que  um 

Systema  submettido  á  acção  dessa  força  fiai  nas  condições 

^  que  S(?  acham  sulmiettidos  á  acção  de  forcas  parallelas. 

O  estudo   da  determinação  do  ponto  de  opplicação  da 

l^ultante  de  todas  as  acções  da  gravidade  sobre  os  systemas 

í^duz-se  pois,  mediante  este  desprezo  das  variações  de  inten- 

ííídade  e  direcção,  a  uma  simplef?  applicaçuo  da  tlieoria  da 

4:omposiçõo  das  forças  parallelas. 
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A  resultante  de  todas  as  acções  da  gravidade  sobre  um 
systema  denomiiia-se  peso  áo  systema,  e  o  seu  ponto  de  ap- 
plicaçiio  centro  de  g raridade  do  systema. 

A  posição  do  centro  de  gravidade  referido  a  três  planos 
coordenados  rectangulares  determina- se,  pois,  como  o  centro 
(k*  forças  parallclas  pelas  equações 

nos  quaes  o  niunerador  representa  a  somma  dos  momentos 
dos  pesos  das  diíTerentes  ptu^tes  do  systema  relativamente  a 
cada  um  dos  planos  coordenados,  e  o  denominador  a  somma 
de  todos  esses  pesos  ou  o  ixiso  total  do  systema. 

Sendo  os  pesos  d<^s  (^orpos  proi)orcionaes  ós  suas  massas, 
si  representarmos  por : 

m^  ,  w,  ,  m3  , m 

n 

as  massas  das  differentes  partes  do  systema  e  fizermos : 

n    n 

m,  t/,  4-  m,  y^  +   +  m  y  =  V  njy 

n   fi. 

ííi,  íj  +  ra^  -1  +    -|-  *í*  ^  =  2  *'*- 

i\  n 

Wíj  4-  y/í,  +   4-^í="51w*  =  Af 

temos : 

A  posição  d)  centro  de  gravidade  como  nos  mostram 
estas  formulas  é  independente  da  intensidade  desta  força  e 
dei^ende  apenas  das  massas  d)  systema,  e  dahi  a  denomi- 
nação de  centro  de  massa  ou  de  inércia  dada  por  alguns  a 
esse  ponto. 

Si  o  systema  considerado  for  homogéneo  as  massas  serão 
ent&o  proporcionaes  aos  volumes.  Representando  pois  por : 

Vi  ,  V,  ,  r,  .,  V 

n 
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volumes  de  suas  differcntos  partes  constituintes  e  fazendo: 

V,  5;,  4-  t?,  a-,  -f    +  t?  a?  =  V  vx 

n  n 

«^i  yi   +    «?í  !/*   +    +  t?  2/  =  V  „,, 

n  H 

r»  íj  +   i?^  Cj  +   +  t?  5  =  v  V- 

n    n 


t:»   4-  y,  +   4-  r  =  V  1?  =  V 

n 


tere  mos : 


V     —    ^    t    ,     A    —     ^—,      1    —   —  ,     ^    —   ^ 

Por  estas  formulas  vemos  (luc  neste  caso,  o  centro  de 
gravidade  nílo  depende  da  densida<le  da  matéria  do  systoma, 
mas  apenas  de  seu  volume  ou  da  sua  figura  c  dahi  a  deno- 
mínaçâo  de  centro  de  fiyuru, 

A  determinação  do  centro  de  gravidade  do  uma  figura 
geométrica  píMe,  pois,  ser  sul )Stituida  pela  determinação  do 
centro  de  gravidade  de  uin  s  )lido  homogenoque  tenha  a 
a  mesma  forma. 

Si  o  systema  considerado  tiver  uma  das  suas  dimensões 
infinitamente  pequena  relativamente  ás  outras  duas,  a  questõo 
reduz-seá  determinação  do  centro  de  gravidade  de  uma  su- 
perficie,  si  forem  duas  das  dimensões  infinitamente  pequenas 
relativamente  á  terceira,  a  questão  reduz-se  ú  determinação 
do  centro  de  gravidade  de  uma  linha,  e,  nestes  ctisos  o  vo- 
lume e  seus  elementos  devem  ser  substituídos  pela  superfície 
ou  i>ela  linha  e  elementos  correspondentes. 

Si  todos  os  pontos  c<Mistituintes  do  systema  tiverem  o 
mesmo  peso,  isto  é,  si : 

Pi  =  Vt  =  Ps  --  etc.  =  p  , 

teremos : 

^  n  n  fí 

Sob  esta  forma,  as  coordenadas  do  centro  de  gravidade 
mostram  que  este  ponto  coincide  com  o  centro  das 


i 
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merlios  distrfncias  do  systoma,  isto  6,  com  o  iX)nlo  cujas 
tiistaiicias  aos  trc*s  planí3S  co  »rdcnados  sTio  a  médlia  ari- 
thmetica  das  distancias  de  todos  os  pontos  do  systeniaaos 
mesmos  planos. 

Para  qiio  este  facto  fique  l>em  claro  estudemos  as  pro- 
priedades do  centro  das  médios  disíancfos,  e  o  ni.xlo  de 
deterniinal-o. 

Antt^  de  tudo  demonstremos  o  seguinte : 

rriioorema.  —  Si  uma  recta  A  Bt\g,  (55)  é  dividida  no 
lH"into  o  em  segmentos  additivus  prop jrcionaes  a  /n  ea/i, 

as  i^irles  de  parallelas  A  a, 
^  n  c  o  O  b,  comprehendidas 


^^^,.,.^— ^t^-'"      \  entr.-  essa  recta  e  uma  outra 

\     .-  -''  V^  \  recta  arlâíraria.r  B\  acham- 

Q  ^  c  ff*  se  ligatlí  s  i>ela  rekiçâo: 


!"»?•  '^^  y  >ii  -I-  n )  c&  =  m  X  B  c  -f  n  ;<  A  a. 

Unindj   o  i^Mito  /?  ao  i>3nto  r^  os  triângulos    seme- 
lhantes 


A  B    j    e     O  A  D 


n  s  «.a-»: 


';..'  o    B 


I) 


A   •  .1    B         ..i   —  n 


"•:  : 


i 


B  c 


c 


,•» 


A  O  »íJ 


I 


A  ;í         .  -f  fi 

V  ^     :       .        :         B  c 
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Sonimando  esta  igualdade  com  (l),  resulta  : 

{  m  +  n  )    {  o  d  +  d  b  )  ^  m  X  B  c  -{-  n  X  A  a 


•^m 


(  m  +  n  )  o  b  r=i  m  y,  B  c  -^  n  X  A  a. 

Considerando  as  distancias 

Aa^Bc    e     O  b 

t:omo  positivas  ou  negativas  segundo  a  situoçfío  dos  pontos 

A,  o   Q    B 

^  na  parte  superior  ou  inferior  de  AH\  teremos  de  um  modo 
4^erHl,  representando  por 

/,  /,    e    /, 

'.«  valores  das  linhas 

o  bj  B  c  Q  A  a, 
(  m  +  n  )   l  =^  m  l^  +  n  /^ 

Isto  estabelecido,  vamos  demonstrar  o  seguinte: 
Principio  —  Considerando  uni  srjstema  de  n  pontos 


^)?j,  ni^  m^ m 


n 


HO  (?s/í{fço,  se  dcterniinnr-nios  wn  ponto  C|,  mrio  dn  recta 
\\\i  in^,  unirmos  Q  (c  nr,  c  deíermitx.rnios  Cj  a  uni  terço  da 
4li  st  anciã  Q  mj,  contado  a  partir  de  Q,  unirmos  Cj  a  m4  e 
rijrrcrtrnios  Cj  a  um  quarto  da  distancia  C^  m-^y  contado  a 
jtf  rtir  de  Ca  e  assim  successicoinente  chegaremos,  final- 
intente  a  um  ultimo  ponto  G^_  ^  cuja  distancia  a  um  plano 
^lUdlqiier  c  o  quociente  por  n  da  sonvn((  aUjebrica  das 
flistoncias  a  esse  plano  de  todos  os  pontos  do  systema 
r-o/isidcrodo. 

Hepresentemos  por 
os  valortis  das  distancias  dos  pontos 

*»,,  í/l,,    hij    etc. 
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iX)ulo  .1/  a  »  centro  O  das  mé<lias  distancias,  mais  a  somma 
dos  quadriídos  dns  distancias  do  p  >nto  O  a  l*jdijs  os  p«3ntos 


í/l,,  !>!,,  m,,    tic» 

St  ja  o  o  centro  díis  mrdias  distancias  e  projectemos  os 
lontos 

s^jbro  a  rG<?ta  .1/  O.    <»s  triângulos 

Af  o  Ml,,     Aí  O  í>i,,    M  O  ii»j    cíc. 

ni^S  dfsO  : 

—  2       —  2         — 2 
U  «I.  =  Aí  o  -i-  o  wi,  -f  2  O  J/   <  O  ra' 

1  M  m^  ^  MO  z.  O  m,  ^  2  O  M  .<  O  lu" 


(2) 


i      2         2  2 

[  A/  »i,  =  Aí  O  +  O  m,  -f  :?  O  Aí  ;<  O  «r'' 


*  etc,  ctc, 

ós  últimos  termos  dos  seirundL>s  nieml>ros  lerSi^  o  si- 
gna! mo!:?  ou  men  >s  oonf'»nv.e  a  i»rojec»2ào  do  ix^nlo  do 
sysloma  sol»ro  n  ivota  MO  c^iliir  d>  lad.»  opj>:iSto  ou  do 
niosnio  la»lo  vi.»  p  >::to  o.  .-...iik-.Io  em  «pie  se  achí:  o  iv:»nto  J/. 

S^vaunaiuio  n>:ni]»:o  v  !nv::i]'r»  as  i-ruald-..ci«:-s  '2'^  re- 
sulta : 


1  M  i/  =     1  Mj    ~  V  O  .;.* 

pvVNjur  M  -^^'vMua  (io>  t^^!^^\•• »-  t'?r^.>s  •!.>>  se-:u:idos  mem- 
1»:%^^  i-i^piT  .v^!íL\;:»l  >  .^  p:\\íi;  \^  do  '2' *M  p--!:i   s.niima  alee- 

it\v,\sil,^.  n  >::!vv;a.^  >>>:.«        -  ^' '-  -i-i^  ^ -N^o  03A  passaudo 
V''^''   V''^^^'  --^  ''  »--i-'' •  ^*^'"  :*:ro  ;:s  c.visoTuriicií-is  prece- 

«  *  «  vl^  ■ 
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2. o  O  ponto  de  um  plano  cuja  somma  dos  quadrados 
das  distancias  a  pontos  dados  é  mínímum,  é  a  projecçõo,  sobro 
esse  plano,  do  centro  das  medias  distancias. 

Assim  caracterisado  o  centro  das  médias  distancias, 
supponhamos  o  systema  considerado  referido  a  três  eixos 
rectangulares.  As  distancias  de  cada  ponto  aos  planos  seroo 
representadas  pelas  Guas  coordenadas,  e,  do  mesmo  modo, 
as  do  centro  das  medias  distancias  do  systema. 

Representando  as  primeiras  respectivamente  por : 


111222  nnn 


e  os  segundas  por : 


X,  y,  z 


teremos,  conforme  o  principio  anterior,  para  distancia  do 
centro  das  medias  distanciaes,  ou  para  suas  coordenadas  : 


n  n    '  n 


expressões  (lue  síío  as  mesmas  que  as  expressões  (4)  dns 
coodernadas  do  centro  de  gravidade  do  systema,  de  forma 
que  os  pontos  por  ella  definidos  coincidem. 

Apreciando  os  fórmulas  (2)  e  (3)  nós  vemos  que  esta 
<;oIncidencia  ainda  dá-se  quando  c^da  elemento  do  systema 
6  considerado  como  constituído  por  um  numero  de  pontos 
proporcional  a  sua  massa  ou  ao  seu  volume,  no  aiso  de 
três  dimensões,  e  de  sua  superfície  ou  comprimento  no  caso 
de  duas  ou  uma  dimensão. 

A  determinoçLío  do  centro  de  gravidade  pôde  fazer-se 
independentemente  das  coordenadas  dos  differentes  pontos 
do  svslema. 
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Pfipii  rn-jstrar  Isto  elevem^iiS  ao  •luíídrado  as  e<iuações  : 


.V.Y  —  m  X  -h  m  X  -^   . . . 

11          s    s 

a    3 

MY  =»  w  1/  -I-  l/l  {/  —  . . 
1  "i          t' t 

n    n 

n    n 

tem-.-s : 

yp  X*  =  wii  r/  +  m,*  jr,«  -I-    , . .  -i-  >!,*  ^"«  -f  5  «i,  /w,  jt,  jt,  -|- 

:^     n 

-l-  2  m,  »i,  a-j  r,  -f-  2  »i,  r.\  ■  ar*  -r,  +  - . . 

Tl      D 

+  2  //ij  /w,  y,  i/j  4-  -^  *'Í5  Mj  Vt  i/j  4-  ... 

u     n 
-f  2  »i,  T'?,  j,  3;  -r  2  >;í,  )ií .  c,  jj  4-  . . . 

somiijíiiido  estas  igualdades  meml»ro  a  membro,  temos: 
M'  <x*  4-  >•*  +  ^-')  ==  »'.*  (^.'  -r  i/l'  -f-  -r)  -f  W  (^,*  +  y.'  +  í.«>  4- 

...    "í*   •^•-    -f-    i/'    +    -')  -í-  -    '''i   '"^('i     "a   +i/,  !/^  +    -1   3,)  -f 
n       n  n  n 

2  nl,   »?,  (.r,   X,  +  !/i   Vi  -^  -":    -J   -^   ^^  '>íi   "h  ('"i  ^'-'a  + 

4-    i/2    ^3    -h    -;    -a)    —     ... 

]ít}»resfMilnndo  rcsiM.^ctivomenle,  j»  >r: 

n 

as  diíítíincinsd')  ceiítr.)  de  grovidfjde  r»  de  cada  um  dos  pontos 
á  oriirem.,  tenv)S : 

M'    J)'    =^   „íji    r/,2     4-    n','    /.',«    -i-    ...    4-    yH*»    <Zâ    4- 

M      n 

4-  -?  //?,  >/í.^  í.v.-i  a;.  4-  :/i  í/i  4"  -1  -i  )  4- 

4-   2    '//í,     >i?3    í.r,  .r^   4-    1/,   r,  -i-    z^   z.^)    4- 
^  :^  ?/í,  m^  (x,  :r^  -f   ;y.  y^  J-  z,  z,)  -}-   ... 
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Representando  por : 

d\    d",    d"\... 

as  distancias  entre  os  pontos  do  systema  considerados  dous 
a  dous,  temos: 

rVM  =  {X,  -  x,y  +  O/.  -  //,)•  +  (-1  -  *«)*  =  (^*  +  2/1'  +  -i")  + 

+  (^t*  +  .V,*  +  *f")  —  2  (a?i  Xi  +  í/j  y,  +  zi  Zt) 

donde : 

2  (Xi  flCí  +  í/l  y*  -f  z^  Zt)  =  dl*  +  rfj*  —  d'* 

Para  d"  acharíamos  do  mesmo  modo : 

2  («i  -^a  +  yi  ys  +  ^i  -3)  —  di*  +  dj'  —  d"s 
e  assim  por  diante. 

Substituindo  estes  valores,  temos : 

n     n 
+  Wj  rw,  (d,«  -}-  d,«  —  d'«)  + 

+  mi  »i,  (d|*  +  d„  —d"*)  +  ...  =  7w/  d,«  +  m,»  d,*  + 

+   . . .  +  í)i*  d*  +  »ii  wi,  dl*  +  Wj  mi  di*  +  mi  m,  dj<  -}- 
n     n 

+  w»!  w,  d,*  +  ...  —  nii  Wj  d'*  —  m^  m^  d"'  —...== 

s=  (m,  dl*  +  »»,  d,*  -|-  ...  +  »«  d*)  (7W,  +  Wá  4"  •  •  •  +  *>i  )  — 

n     D  n 

—  m,  »ij  d'*  —  wij  rn,  d^^  —  . . . 

Sendo  : 

wii  +  m,  +  ...  +  m  =Af, 

n 

teniíjs : 

Af «  D«  «s  Af  (mi  dl*  +  w,  d,*  +  ...  +  m  d^)  —  m^  m^  d\  — 

n    n 

—  tWi  w,  d"i  —  ... 

donde  : 

ilf  (wiidi*  +  m^  di*  +...+  m  d*)  —  m^  }/?jd'*^  m,  ínjd"^— ,,• 
(a)  D*,^ M 
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lísla  formula  nos  dá  a  distancia  do  centro  de  gravidade 
a  um  ponto  qualcjuer  O  do  espaço  em  formação  dos  qua- 
drados das  distancias  d)s  pontos  dj  systema  ao  mesmo 
|K)nto  O,  e  dos  quadradas  das  suas  distancias  entre  si. 

Calculando  por  três  equações  como  esta  as  distancias 
do  centro  de  gravidade  a  três  pontos  do  espaço  não  situados 
om  Unha  recta,  determina-se  a  posiçôo  absoluta  desse  centro 
IndoiMMulentemente  das  coordenodas  dos  differentes  ix)nt^is 
do  syâtomu. 

A  o<iuaçíío  (a)  nos  dá  : 


n    n 


+  -rq  (mi  wi,  d*  +  m,  wij  d"*  +  ...) 

IXvsla  igualdade  deduz-se  uma  propriedade  característica 
do  ivnlro  de  gi-avidade  e  que  pôde  mesmo  servip-lhe  de 
dtMln^nVK 

O  valor  d  3  primeiro  memI>ro  variando  apenas  com  /), 
pois  quo  o  outro  termo  d3  segundo  membro  é  constante,  o 
mim:nwi^  de 

D     =     o 

ísl  >  1^.  av^  o:\<^>  iMi    «1 10  o  p3:it-^  a  -lue    re:ereni-se  as  dis- 
ta uoias  : 

O  v\^:r:i\>  viv^   ^MxMvS-o  o.  iv^:>,  o  jvxilo  pcira  o  qual  a 
HvMuuri  d  v-i  pr  vLtv^:  ^<  ^i  ^>  V'-'*  '-^^^  '^  '^  -^  ^ '^^^^  distancias  : 

*  •  • 

av^*  \l\v^r-xxs    pv,:  w  .1^  s\>;.  uà  t^^a^  musscis  respectivos 


\  •    -    * 


O  \\\\\  *     ■> 
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Si  considerarmos  a  massa  constante,  o  centro  de  gra- 
vidade é  o  ponto  para  o  qual  é  um  minimum  a  somma  dos 
quadrados  de  suas  distancias  a  todos  os  pontos  do  systema, 
propriedade,  que  como  vimos,  é  também  do  centro  das 
médias  distancias. 

Esta  propriedade  característica  pôde  ser  deduzida 
directamente  como  vamos  vêr. 

Representando  por 

X,    Y    Q    z 

as  coordenadas  de  um  p^nto  qualquer  do  espaço,  o  quadrado 
das  distancias  desse  ponto  a  cada  um  dos  pontos  do  systema 
tem  para  para  expressõo  : 


(X  -  X)«  +  (//  -  y)»  +  (*  -  Z)^ 

II  n  n 

A  somma  das  distancias  do  ponto  c:)nsiderado  a  todos 
os  pontos  do  systema  é  pjis : 


V  L  -  Xy  +  {y  -  Yy  +  (a  -  ^)«  j 


Para  determinar  o  ponto  para  o  qual  esta  somma  é  um 
minimum  temos,  differenciando  em  relação  a  ^  e  igualando 
a  zero  o  coefficiente  differencial : 

jtnultiplicando  pelo  elemento  de  massa  m,  e  considerando  e^ta 
constante  temos : 

.    '^m  X  ^=  X  n  m 
y.       ^  m  X        '^m  X 


n  ;<  m  M 
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De  m  xlo  idontic3  acha  riam  os  para 

Y    e    Z  : 


Y  =  ^^^ y     z  =-***  " 


U 


M 


O  ponto  para  o  qual  a  somma  dos  quadrados  de  suas  dis- 
tancias a  tolos  os  pontos  dosystema  é  um  mininium  é  por- 
tanto o  centro  de  gravidade  cujas  coordenadas  acabamos 
de  achar. 

Uma  outra  propriedade  do  centro  de  gravidado  é  a  que 
refere-se  a  sua  posição  relativamente  aos  pontos  do  systema 
para  os  quaes  esta  somma  d(^  quadrados  das  distancias  mul- 
tiplicadas pelas  massas  correspondentes  é  constante. 

Consideremos  um  ponto  A  cujas  coordenadas  sejam 

A',    r,   z 

e  para  o  qual  a  somma  dos  quadrados  de   suas  distancias* 

d\   d'\    d"\... 

aos  n  p:)nt')  do  systema,  multiplicadas  respectivamente  i^las 
massas  desses  pontos,  seja  igual  a  uma  constante  C%  ou  : 


m^d'   -f  //?,  d'*  +   m,  d""  +  ... 


m 


Sendo: 


d'  ^  {X  -  .v.^  4-  {Y  -  y,)i  +  (z  -  z,y 


•  • 


temos  : 


iU 


i-V -■■■,)'  +{!' -,'/,)'  +  (^ 


^  -  --.)  '1 


+ 


+  »>, 


<-V-.'-.V+vl'-;0^+(^ 


.-=..] 


+  . . .  =  c» 
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De  um  modo  geral : 

2  m  Ux  -  xy  +  (y  -  !/)«  +  (Z  -  5)«J  =  c» 

expressão  do  logar  geométrico  de  todos  os  pontos  que  gosam 
daqiiella  propriedade. 

Desenvolvendo  os  quadrados  e  notando  que 

X\    Y'    e    Z' 

s3o  factores  communs  a  todos  os  termos  da  somma,  temos : 

{X*  +  r*  +  ^0  -  wi  +  V  ^nx*  +  V  wy"  +  V  ms*  —  5  X  V  w^  «- 

—  272  mij  ^  2  Z^mz  =^  C* 

equação  que  representa  uma  esphera  cujo  centro  determi- 
iia-se  igualando  a  zero  os  seus  coefificientes  differenciaes 
relativamente  a  A',  Ve  Z. 

Differenciando  successivamcnte  em  relação  a  estas  três 
quantidades  temos : 

d 'onde: 


V  mi 


Todos  03  pontos  para  os  quaes  é  constante  a  somma  dos 
quadrados  de  suas  distancias  aos  n  pontos  do  systema,  respe- 
ctivamente multiplicados  pelas  massas  destes,  constituem, 
portanto,  uma  superfície  espherica  cujo  centro  é  o  centro  de 
gravidade  do  systema. 

Considerando  o  systema  constituido  nâo  por  pjntos 
simples  mas  ix)r  n  pontos  em  grupos  de : 

n,,  tt^  n^, n  pontos. 

n 

vamos  ver  que  o  seu  centro  de  gravidade  gosa  da  propriedade 
de  ser  o  mesmo  que  se  todos  os  pontos  de  cada  grupo  esti- 
vessem concentrados  no  centro  d*3  gravidado  correspondente. 
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Representando  por: 

a?ii  yi.  ^i»   J?»»  yn  *i «,  y%  - 

n      n  n 

as  coordenadas  dos  centros  de  gravidade  dos  differentes 
grupos  de  pontos,  teremos  para  determinar  este  centro  para 
cada  grupo : 

n,  nj  «j 

i*'  2y        .        2- 


»»I 

s 

y" 

«. 

2 

j/'" 

n,  n,  n, 

^^^—1 — '  y»  =  — r — »  «í  = 


n,  "•  n,  n. 


.*/ 


d*onde  : 

na?,  =  V  x",      wy,  =  2  y"»     wj,  =  2  -' 
«a;,  ^  2  x'" ,     ny,  =  V  y"' .     n j,  =  2  «'"  ; 

sommando  membro  a  membro  estas  igualdades,  temos  : 

n^x^  +  n^x^+  +  n  o?  =  v  a?'  +  v  a?''  +  2  x'"  + =lx 

n  n 

n^yi  +  ri.  y, +  ...  +  «  y- 2  y'  +2y"  +2y'"  + ==ly 

n  )t 

tij  ^1  +  n,  ;í,  +  ....  +w  j  =  V  -'  4-  V  3"  _j.  2  5'"  +  =X-' 

Sendo  as  coordenadas  do  centro  de  gravidade  de  todo  o  sysp 
tema  dadas  pelas  equações  : 

n  M  n      ' 

temos  : 

n^  Xi  -{-  n^  00^  +  ....  -f  n  a; 

X  -= n_n 

n 

''i  ^i  +  w,  y,  +  . . .  +  n  y  «^  c^j  +  n,  ^,  + +  n  : 

n  n 


As  coordenadas  do  centro  de  prtividade  do  sj"9tema  de 
grupos  de  pontos  sflo  as  mesmas,  como  vemos,  i]ue  as  de  um 
syslema  den  poiílus  dos  ijufiesrt,  tivessem  as  coordenadas 
íTt,  l/l,  ^i,  «1  tivessem  as  coordenadas  .Vi,  y^,  Si,  etc,  isto  é,  as 
mesmas  que  as  de  um  syslema  constíluido  pelos  centros  de 
gravidade  dcs  difierentes  grupos,  tendo  concentrados  em  si 
todos  os  pontos  <[ue  llies  correspondem . 

Suppondo  concentrados  em  cada  um  dos  centros  de  gra- 
vidade dos   grupos  constituintes  du  syatema  um   numero  ' 
qualquer  de  pontos:  «i,  nj,  «j,  etc,  e  representando  por  iV o  J 
'  numero  total  de  pontos  do  syslema,  tomf>s  ; 


JV  =  «,  +  ti,  • 


)  coordenadas  do  centro  de  grfi\  idtide  do  syslema  serão : 


B  formulas,  L-unsideradas  duas  o  duos,  nos  mostram 
f  a  projecção  do  centro  de  gravidade  ou  das  míidias  dis- 
las  dosystema  sobre  um  plano  é  o  centro  de  gravidade 
B  prcjecçOes  de  todos  os  pontos  do  systema  solsre  o  mes- 
Tno  plano. 

Si  o  plano  dos  xy,  jior  exemplo,  passa  [jelo  centro  de 
avidade  temos: 


W 


Sendo  o  piano  coordenado  inteiramente  arbitrário,  con*-! 
clue-se  que  é  nulla  a  somnio  dos  momentos  de  todos  os  ( 
pontos  do  systema  relativamente  o  qualritier  plano  pa'=ssflndc>J 
peio  seu  centro  de  grijvidade. 


a  ^ 
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Hei  rL-^oiitaiiJo  l*or: 


•"i'  J*!»  *i»    "'^í»  Vt»  'i»  •••••••  ^«  y»  - 

n      n   n 


as  c*>oir :>ad:«  dos  centros  do  gravidade    dos 
áyjil^>>  vW  {Vultos*  teremos  i»ara  determinar  este  < 


I  :iiui? 


•o : 

V  X 

•• 

Wl  = 

ly* 

~  ■» 

"i  — ' 

i  í' 

■ 

Wi 

"t 

**      -^a  - 

V   g 

• 

y»  =- 

iy" 

« 

*t  —  - 

V   -" 

-»   ^ 

«1 

'«t 

w» 

X'     - 

• 

-"*  — 

l.v" 

« 

"a  — 

V     ^'" 

-1   ^ 

*1 

«4 

«« 

*^  1 

_=.  V    - 

* 

ii. 

=  i:y 

* 

nz,  -= 

iií' 

**^1 

=  ^"^ 

^ 

Ví 

% 

nz^  — 

I-" 

^v^íi.ri.*  '.:      v-^-v.:-^    -  :v.t:::'t;«  ostas  igualdades,  tei 

1>     -V,—    v^'"  +  .^ 


\  \. 


•^    1     r 


........       .    --   .  :  =  I  :     -  1  -  •  -r  i  -"  + 

S  ^^    ^  ^  -"^  ■  '^-^^  -    :v  ;:rv  ^'   gravidado  ^ 


X  V 


•  " 


(  m 


lEtii.:;';.'»    ^13!= , 


•vc: 


L-«nw 


.    ..  ...   -L'  .  s;t»       «i 


■i*-«0:n;«  -íiír*' 


i.L^s.  ::>.■¥  r!i.*irwa 
■:i:  -.ias  ni'^ii.uí  i.t:s- 
tí:-.'.r'-''  A'  ^rravwiaJe 


imos: 


r^-iíSíi  ivlo  <;eii*iv  ^le 


||2J^^g§||pnlen(ido  mteirnineiite»rliilri)i-ii>.  >'»ti- 

lomniii  i\'«  m'iiiii'iit'ts  >{•■  t.>.f.«  .w 

*nente  n  i|imii|iifr  i-Ijui"  |M>;'-t""'' 
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Si  todos  OS  pontos  do  syslema  acham-se  sobre  um  dos 
planos  coordenados,  o  dos  x  ?/,  por  exemplo,  teremos : 

3:,    =    o,   J,     =    o,,,,,,    »   =   £? 

n 

e,  portanto : 

O  centro  de  gravidade  será  determinado  pelas  equações  : 

Sendo  o  plano  dos  x  1/  inteiramente  arJjitrario  cjnclue-se 
que  quando  os  pontos  do  systema  acham-se  todos  no  mesmo 
plano  o  centro  de  gravidade  do  systema  também  acha-se 
sol)re  esse  plano. 

Finaknente,  si  todos  os  ix)ntos  do  systema  acham-se 
sobre  um  dos  eixos,  o  dos  x,  por  exemplo,  temos  : 

y,  =  o,  t/j  =  o,  . . .  y  =3  o,  jj  =  o,  jj  =  o,  ...  z  =  o 

n  n 

e,  portanto  : 

sendo  o  centro  de  gravidado  determinado  pela  equaçrio  : 

V  n  a; 


A'  = 


V  n 


Como  O  eixo  dos  j:  é  intíúramenté»  arl)ilrario  conclue-se 
quo  quando  todos  os  pontos  do  systema  —  acham-se  situados 
sobre  uma  mesma  recta,  o  centro  de  gravidade  do  syslemJ^ 
também  acha-se  sobre  essa  recta. 

Coincidindo  o  centro  do  gravidade  com  o  das  médias 
distancias  a  sua  determinação  para  todos  os  systemas  nas 
condições  que  estalielecemos  fica  reduzida  a  uma  queslSo 
puramente  geométrica. 

Supponhamos  em  primeiro  logar  o  systema  conslitiiido 
por  dous  grupos,  um  de  n^  pontos,  tendo  o  seu  centro  de  gra- 
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cidade  um  Oi .  e  o  outro  de  iij  pDntos  tendo  o  seu  centro  de 
gravidade  em  Oí- 

Sondo  o  centro  de  fravidade  deste  systemo  o  mesmo  que 
o  de  um  systema  om  que  os  pontos  de  cada  iim  d(.>s  gruiios 
estivessem  CQUCL-ntrados  no  centro  de  gravidade  corresimn- 
dente,  si  lumarmos  sabre  a  linliB  oio^  determinada  pelos 
centros  de  gravidade  dos  dous  grupos  nm  ponto  G  que  divida 
essa  distancia  em  partes  inversamente  proporcionaes  ao  nu- 
mero de  pontos  do  cada  grupo,  teremos: 

O,  G         », 


A  sonmia  das  distam^ias  liu  ponto  (..'  o  lodos  os  pont.j! 
concentrados  em  O^  sendo  : 


e  a  somma  das  distancias  do  mesmn  i>onto  n  toiios  <:ts  pontos 
ciucentrado  em  Oi  sendo  ; 


■'  —  GO, 


BSJniniíi  t  )tal  díis  distancias  ■ 
5j"slenia  seró : 

«,  :<G0,— 


l<)  p  mto  G  a  lodos  02  pontos 


'.GO,. 


Isjnii 
Wáo  estes  dons  productos  iguaes  esta  somma  é  nulla  e  o 
I     ponto  G  õ   portanto,    o  centro    das  médias  distancias  ou  o 

centro  de  gravidade  procurado. 
I  O  systema  considerado  pode,  pois,  ser  sulistiluido  por 

tiim  equivalente  conslituido  pelo   ponto  G  no  qual  se  achem 
concentrados  os  «1 -h  nj  pontos  do  systema. 

O  centro  de  gravidade  de  um  systema  de  dous  grupos  de 
pantos  aclia-se,  pois,  sobre  a  linha  determinada  pelos  centros 
de  gravidade  desses  grupos  e  a  divide  em  duas  partes  inver- 
samente proporcionaes  ao  numero  rle  pontos  dos  dous  grupos.  . 
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Si  OS  números  de  pontos  ni  e  n^  forem  igiiaes  ou  ^  for 


n, 


teremos  : 


ni    ou    Wj  =  y  =s  ni, 
GOi  =  G  0„ 


O  centro  de  gravidade  do  systema  será  o  meio  da  recta  dete^ 
minada  pelo   centro  de  gravidade  dos  dous  grupos. 

Í3.0  —  Consideremos  o  systema  constituído  por  três 
grupos  de  n  pontos  cada  um,  e  nQo  situados  em  linha  recta. 

Os  dous  grupos,  (flg.  57), 


f^: 


Oi  .  o. 


^2Í- 


A 


/       / 


/       I 


í.<^ 


Fig.  57 

temos  pois: 


donde: 


podem  ser  substituídos  por  um  unioo 
"^      de  2  n  pontos  concentrados  no  seu 
centro  de  gravidade  Ci,  que  é  o  meio 
À  da  recta 

Deste  modo  fiCa  a  questão  reduzida 
a  determinar  o  centro  de  gravidade 
dos  dous  grupos: 


2  n 

n 


o 


ou 


G  0, 

G  c,  - 

G  0, 

G 

0,  -1-  G  c, 

G  0, 

í;  n 


2  n  ■{•  n 


c,  o. 


2 
3 


donde : 


2 


G  0^  = 

Este  resultado  nos  mostra  que  o  centro  da  gravidade  do 
systema  acha-se  a 


2 

3 
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linha  que  une  o  vértice  o,  ao  meio  cio  lado  opposto,  do 
angulo  determinado  pelos  centros  de  gravidade  dos  tree 
■upos,  contados  a  partir  do  vértice. 
Partindo  dos  grupos 


tiegaremoa  a  mesma  conclusõo  relativamente  (\s  medianas 
radas  dos  vértices 

O  centro  de  gravidade  do  systema  devendo  achar-se 
»bre  essas  três  linhas  é  determinado  pelo  cruzamento  das 
res  no  ponto  G. 

O  centro  de  gravidade  de  um  sys-  "'w 

sma  de  três  grupos  de  igual  numero  de 
antos  acha-se,  portanto,  no  cruzamento 
's  três  medianas  do  triangulo  deter- 
linedo  pelos  seus  centros  de  gravidade, 
'  Sobre  uma  qualquer  delias  a 


'h 


>  Seu  cumprimento  a  partir  da  base.  T-'"  iT-''^^ 

Este  systema  pôde  pois,  ser,  substi-   ^    ^'•<''c'    / 
uido  por  um  outro  constituído  por  um  '-Íí' 

'nico  ponto  G  no  qual  se  achem  con-  g" 

entrados  os  3n  pontos  do  systema  con-  " 

iderado.  "'s-  ^ 

3. o — Consideremos  quatro  grupos  constituídos  por  n 
ontos  cada  um  e  não  existentes  no  mesmo  plano. 

Determinando  o  centro  de  gravidade  c^  dos  três  grupos, 
ig.  58). 

o,  ,  o,  e  0^ 

jdemos  substituil-os  por  um  único  grupo  de  3n  pontijs  con- 
titrados  no  ponto  c^. 
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Deste  modo  fica  a  questão  reduzida  a  determinar  o  centro 
de  gravidade  dos  dous  grupos: 


0^  =  n  e  C|  3=  ^  n 


Teremos,  pois: 


ou 


o  c. 

n 

G  0^ 

3  n 

G  c. 

n 

i 

m 

Cl    0,   ~ 

Tn    "" 

4 

donde 


G  c,=   -r  <^xO 


4 


Este  resultado  nas  mostra  (lue  o  centro  de  gravidade 
procurado  aclia-se  a  l/i  da  linha  que  une  o  vértice  o^  ao 
centro  da  gravidade  da  Ijase  do  tetraedro  determinado  pelos 
centros  de  gravidade  dos  quatro  grupos,  contado  a  partir 
da  base. 

Si  partimos  de  outros  grupos  (jue  nâo 

chegaremos  á  mesma  conehisão  relativamente  ás  liiiliasque- 
unem  cada  um  dos  outros  vértices  ao  centro  de  gravidade 
da  base  opp  :>sto,  e  como  o  centro  de  gra\'idade  do  systema 
deve  achar-se  sol)re  essas  quatro  linlias  é  determinado  pcl'> 
cruzamento  das  quatro. 

O  centro  de  ^^ravidade  de  um  systema  de  quatro  gnip')S 
de  igual  numero  de  p  )ntos  e  nao  existentes  no  mesmo  plano 
acha-se  na  intersecerio  das  linhas  que  unem  os  vértices  ao 
centro  de  gravidade  das  bases  oppostas  do  tetraedro  deter- 
minado pelos  centros  do  gravidade  dos  grupos,  ou  sol)reuma 
qualquer  dessas  linhas  a  1/4  de  seu  comprimento,  contaib 
a  partir  da  ])a^e. 

Este  systema  pj)  le,  pois,  ser  substituído  por  um  equi- 
valente constituído  p.^r  um  único  ponto  G  no  qual  se  achem 
concentrados  os^  n  pontos  do  systema  proposto. 
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to  torna-se  mais  e\1dente  fazenfl )  coincUUr  a  origem  das 
rdenadascjm  o  centro  de  gravidade  do  grup)  /li  ixjis, 
lie  caso,  tem<38 : 


Jff,   =  o 


porUinto: 


X 


«1   +   w, 


Fazendo 


«nos: 


n,  =»  n. 


.Y=        ' 


slo  é,  'j  centro  de  gravidade  dos  dous  grupos  de  igual  nu- 
nero  de  pontí;«  é  o  meio  da  recta  determinada  i>elcjs  seus 
»ntr<:>s  de  gravidade. 

Si  em  vez  de  um  systema  de  grupos  de  i)ontos  consi- 
íerarmos  figuras  geométricas,  a  determinarão  do  centro  do 
gravidade  dessas  figuras  reduz-se,  como  diasemos,  (\  dtHer- 
Bdnaçôo  do  centro  das  médias  distancias,  desde  que  se  con- 
sidere cada  figura  como  constituida  por  um  numero  de  pontos 
simples  proporcional  a  )  seu  volume,  á  sua  superlici<' ou  ao 
seu  comprimento. 

Si  a  figura  é  symetrica  em  relação  a  um  plano,  a  sim- 
ples definição  do  centro  dos  médias  distancias,  mí.)Stra  imnio 
^atamente  que  elle  deve  achar-se  sobro  esse  piano,  si  é  s\  - 
tétrica  em  relação  a  dous  planos  o  centro  das  médias  disLan- 
-fes  devendo  achar-se  sobre  os  dí)us  estn  na  sua  linlia  de 
Qtersecção  ou  eixo  de  symetria,  si  finalmente  n  íi^Mira  r 
5'metrica  relativamente  a  dous  eixos  o  centro  das  nirdias 
istancias  devendo  achar-se  sobre  os  dous  é  deterniinadn 
Ç?Io  ponto  de  cruzamento  desses  dous  eixos. 

ic»  —  Consideremos  o  caso  o  mais  simi)l(^s  <le  unia  recta 
>mogenea  ou  constituida  por  um  numero  de  [).)ntos  pro- 
>rcíonol  ao  seu  comprimento. 
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rxu.i:^!*  v^  p)iitj  G  meio  da  recta  (a  b),  a  cada  uraa 
àvi>  listatioiíiSilo:?!*'^  ponto  aos  pontos  da  parte  Gb  correspon- 
vloí'íí  uiri  íUstancia  igual  e  de  signal  contrario  do  mesmo 
'**.  :^  HvV5  |v.Mitos  da  parte  Ga,  de  sorte  que  a  som  ma  das 
,;.sia::o  a>  d  k  ivvito  Ga  l^xivis  os  pontos  constituintes  da  recta 
^\  i       ■«.«.• 

v^  -  V  v,^ . ;  K\  jvn-tanto,  o  centro  das  médias  distancias  ou 
*    v'    r^^ .: :  ^^ravidade  da  recta. 

O  V  ^-»^  víe  gravidade  de  uma  recta  homogénea  acho-se 

v',^.  ív»    ^ \  >  úi  rvvM  e  coincide  com  o  centro  de   gravidade 

<^><.'iv.s-.  klo  Ixis  grupas  de  igual  numero  de  pontos, 

>  .^.-í   v.*:r^  de  gravidado  l^  extremos  da  recta. 

V  ^  v;.;.  s    •  V ', ^-- -ora-^io  da  symetria  leva-no3  immedi- 

^    .'    «.       .^\;      V  ol  isúo.  pKssend>  a  recta  svmetrlca 

>^       '    c  ',"  ,     .:u   r:a:i^  ';iie  lhe  seja  perpendicular  no 

•.   .    ■     !\ :     .XI  r-x^ía,    o  ^  Or;:tro  de  gravidade  devendo 

'.<  V-  r*,  .^  ;v;:::o  c  s.íItv-  a  rtVtc  r  o  traço  desta  com  o 

\.    .'       V*  ;\v  v.^  •■.  ir.ol^i  da  rtvta. 

'-i'  — O.vislderemos  um  contonio 

:r:  :.-ri:c.r  A  B  r     rig.  5:m.    Suppondo 

>  '.  ,v:t  ,<  Jo  Oõd.i  um  dos  latlos  con- 

\  \  /.::\\-:  >  :.  •  :^.  Ir».^  da  gravidaile  cor- 

:•  >,v'.i:..:e    :  .    '•,  c,  fica   a   questão 

r   '  :  -;.:\    :.     ;.'Tmiiiar   o    centn»  de 

-.:\.v: ;  ..iv      :    :..s    mxllas  distanciiis 

.;  >:f.>  :r  -  g:-  :;'>>  de  ponto.?. 

;      <-.    •  ..•:•"'  ''.r;.     c  ' .  tom  c?: 


•  •v.v?eviti*adjSt-m  c  <*  o 
v.:-;:  ie  «i-»  «'o.ítorno,  uste 

•j  ;.:  •  ii>3  lo V  irá  o  »^>.i-     i 
.'./vi.rií  j   ^l.  ve  Cintar     i 
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sol>re  a  recta  ac'.  Devendo  este  centro  acliar-se  sobre  as 
duas    rectas   cc    e   ac''    é  determinado  pelo  ponto  G  de 
icnisamento  das  duas. 
Os  pontos 

rt,  &  e  c 

<lividindo  03  lados   do  triangulo  em  partes  iguaes,  e  sendo 
essas  partes  prop orclonaes  entre  si,  cada  uma  das  linhas 

a&,  bc  e  ca 

^  parallela  e  igual  &  metade  do  lado  do  triangulo  que  lhe  cor- 
responde. 

Nestas  condições  a  proporção (I)  nos  dá  : 

ac*  2  ca 


bc'  a  cb 

A  linha  cc'  que  divide  a  hase  do  triangulo  ale  em 
<luas  yartes  proporcionaesaos  lados  c<^^  e  cby  é  a  bissectriz  da 
^n^ulo  em  (•  e,  portanto,  possa  pelo  centro  do  circulj  in- 
:gcripto  a  esse  triangulo. 

A  linha  ac'  achando-se  nas  mesmas  condições  relaiíva- 
.Tiieiite  a  base  cb  é  a  bissectriz  do  angulo  em  a  e  passa  também 
ípjv  este  centro.  Devendj  este  ponto  achar-se  sobre  essas 
<liias  linhar  é  o  ponto  G  de  intersecção  das  duas. 

O  ce:itro  de  gravidade  do  cont')rnode  um  triangulo  é, 
5>ois,  o  centro  do  (íirculo  inscripto  ao  triangulo  que  se  obtém 
f  uiimlo  os  meios  dos  seus  lados. 

23*^  —  Consideremos  o  contorno 

A  B  C  D  E  F, 

li^.  (63).  De  um  polygono  regular. 
Tiremos  a  corda 

A  F  =^  c; 
do   ponto  o,  centro  do  circulo  circumscriplo,  baixe-sc  uma 
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Tomaiid)  o  pjiit^  G  meio  da  i^rtâ 
das  distancias  deste  ponto  aos  |>:>iit':i~  da  ;< 
dera  uma  distancio  igual  e  de  si^nal  •>.: 
ponto  aos  iwntos  da  parte  Oa,  des.>r;e 
distancias  do  ponto  G  a  t<jdos  os  r-:-:il<:<s  eo: 
serã  nulla. 

O  p^nto  G  r,  portanto,  o  cc-ntro  di.s  si' 
o  centro  d^  trravidade  da  rocta. 

0  centro  de  gravidade  de  nma  re-.-íí  i 
pois,  ao  meio  da  recta  e  coincide  c-r.^'i  ?  v-í 
de  um  systema  deiloas  feTiip-sd-^  i_-ii-i": 
le:id->  ixira  ceiítr  >  de  gravid«d.' .«  •.•xírtm 

A  simplfs  ciiuidera-.-jo  i];i  sym^irí?. 
otoraenle  a  esta  niicl  ssiio,  piis  ?•?:;!• 
relalívamente  a  tim  pliiii  •  <|tk-  11;-/  íej- 
ponto  C:  meio  da  nxrta.  e  ■■  oíi.tro  d^ 
achsr-ses  jbn-  o  jilnno  c  s  'lir*  n  r.';'c  .- 
plano ouo  poiíio  i:.  iy.cl~>  do  n^^Ut. 
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perpendicular  ao  meio  da  corda,  seja  o  H  o  eixo  dos  y,  e  OX 
o  eixo  dos  X,  parallelo  a  c. 

.y  ,,  Suppondo  06  pontos  de 

^^^ — \u ^--.^  £  cada  lado  oonoentrados 

^  no  centro  de  gravidade 

correspondente  e  repre- 


m. 


z....> 


a"   '  t''"'       "■'   ~" p   sentando  por  : 

!  '^  s'  yn  yii  y*  •••  y. 

X    TV (í  ^  X 

as  coordenadas  de  cada 

*■«•  ^  um    desses    centros,  a 

somma  dos  momentos  de  todas  as  partes  relativamente  ao 

eixo  dos  ij  será  : 

^i/i  +  ^y.  + +  'y* 

sendo  l  o  comprimento  commum  dos  lados.  A  expressfio  da 
ordenada  do  centro  de  gravidade  será  : 

Y^  ^//i  +  ^y«  + +  ^y5  _  yj  +  y»  + +y. 

h  +  h    + +  ^5  5 

Unindo  o  ponto  O  ao  ponto  m,  meio  de  um  dos  lados 
AB^  representando  o  apothema  ou  raio  do  circulo  inscripto 
Om  por  R,  e  projectando  AB  sobre  a  corda,  os  dous  triân- 
gulos semelhantes : 

AhB  e  om  m' 

nos  ílão  : 


ou 


donde : 


ram! 

Ab 

mO 
AB 

R 

Vi 
Ab 

—  — 

R 
l       ' 

Ui  — 

li 

7 

-  Ah 

Ghegando-se  a  uma  fórmula  semelhante  para  cada  um 
dos  outros  lados,   conclue-se  que  a  ordenada  do   centro  de 
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ividade  de  cada  um  dos  lados  é  igual  á  projecção  desse 
lo  sobre  a  corda  multiplicado  pela  relnfTio  constante: 


72 


A  somma  de  todas  essas  projecções  sendo  igual  ao  com- 
'Imento  da  corda,  c,  temos: 


Vi  +  Vt+ +  !/,, 


l 


Substituindo  este  valor  na  expressão  de  Y,  tomos  : 

c 


Y  ^ 


5  l 


R 


Sondo  íi  recta  o}'um  eixodesymelria  do  contorno,  o  centro 
o  «^Tavidade  deve  acha r-se  sol  )rc  esse  eixo  e,  portanto,  a 
islaiicia  I'deve  ser  contada  sobre  elle  a  partir  de  O  para  //. 

Para  um  numero  (]nalíinop  a  i\o.  lados  teriamos: 


/?/ 


R 


A  distancia  do  conlrod»^,  iirnvidadí^,  do  uma  porçHo  do 
^>Mtorrií>  de  mu  pí>lygoii  >  rrgnlnr  a)  <;eiilrodo  circulo  cir- 
'anscTJpto,  (\  p.')is,  mui  ([u;;rta  prop^rci^uíd  mo  raio  do 
"*ciilo  inr!?cripto  on  apol.lienia  R  do  polygono,  h  orda  <*  e  ao 
-^inprimento  do  contoriío  ///. 

A  determinação  qiie  acabamos  de  fazer  podia  ser  obtida 
^í^ectamonle  considerando  os  pontos  consLltuintes  dos  lados 
^neeiítr^idos  nos  centros  de  gravidade  correspondentes  o 
^terminando  c  >mo  anleriormente  o  ceníro  de  gravidade 
■'sse  ::iysLema  de  //,  i)ontos. 

'4='>—  Consideremos  o  contorno  A  B  C  1>  H  F  de  um 
Jlygono  regnlar  de  numero  par  d(^  lados.  (íig.  (U.) 

Snppí>ndo  os  pontos  con;:.titnintes  de  c<;da  um  dos  lados 
)iicentrados  nos  centros  de  gravidade  correspondentes 


^'n    ^á)    ^31     •  •  • 
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T  .  -  -áfíi  o  II  o  eixo  dos  y,  e  OX 
doss  íli-' 

der.j   '  Suppondo  os  pontos  de 

l»>iil"  oacla   lado   concentrados 

dlstííi  no  centro  de  gravidade 

fícr.-!  correspondente  e  repre- 

'  c-   sentando  por  : 


o  I  , 


i/l»  í/ii  y»  • ..  Ih 

p  .  '   as  coordenadas  de  cada 

íY  "ni    desses    centros,  a 

f.  ...4-        --aíj  as  partes  relativamente  ao 


-.  - +  ly. 

.-^■.   ■•aimam  dos  lados.  A  expressão  da 
_  .      ^!TtvHÍade  será  : 

--  hh  _  J/l  +  l/«  + +  »/. 

....   ';.^níor/í,  meio  de  nm  dos  lados 

i"  ^'^'"^í^  ^11  i^^iodocircnlo  inscripto 

'^  ^^      ,ò..^*'i''    t'"^*  s<«>brea  corda,  os  dons  trian- 


■    •» 

0  ■  tn 

m 

mO 

li 

\B 

l 

•» 

R 

l' 

l       ' 

■ 

n 

• 

-  Ah 

l 

í.„    o:'iHulíi  semelliante  para  cada  nm 
^^     ..,,0.  .»^sr  k[\\k}  a  ordenada  do   centm  de 


?*■ 
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gravidade  de  cada  um  dos  lados  é  igual  á  projecção  desse 
lado  sol)ro  a  corda  multiplicada  pela  relnçOo  constante: 


A  somma  de  todas  esscts  projecções  sendo  igual  ao  com- 
primento da  corda,  c,  temos: 


ih  +  //t  + +  í/j 


i 


Substituindo  este  vulor  na  expressão  de  Y,  tomos  : 


Y  ^  -^  R 

o  l 


Srn<l«  >  i\  recta  oY  wxn  eixodesymetria  do  contorno,  o  centro 
de  í^ravidade  dtíve  achar-se  sol)re  esse  eixo  e,  portnnto,  a 
distancia  5' deve  ser  contada  sobre  elle  a  partir  de  O  para  //. 

Pani  um  niímero  (pialquor  n  de  lados  teríamos: 


A  distnncin  do  contido  (!<»  ^^nividíido  do  umn  porçãíj  do 
é'oiitorno  dí*  nm  p.>ly«i.):)  >  n^gul.ir  n  »  cenlrodo  circulo  cir- 
cumscript'),  (\  p  n*?^,  um  I  <|Uí:rln  i>r>p')i*ci')nMl  mo  mio  do 
circulo  int-cripto  ou  M[)o(li(Mna  R  do  polygono,  n  caxla  c  e  ao 
compriment)  d  >  contopiío  ///. 

A  determinação  que  aciibamos  de  fazer  podia  ser  obtida 
directamenííí  onsldenunlo  os  pontos  conslltuintes  dos  lados 
concentrados  nos  centros  de  gravidado  correspondentes  c 
determinando  c  >mo  anteriormente  o  centro  de  y:rtividMde 
desse  systema  d(í  n  p(jnt  ni. 

-^"—  Consideremos  o  contorno  AltCDPJF  de  um 
jx^ly^ono  regular  de  numero  par  úc  lados.  (íig.  Gl.) 

Sui>pondo  os  pontos  conotituinte.-»  de  Coda  um  dos  Ituios 
concentrados  nos  centros  de  gravidade  corresponde  n((*s 

Cj»   C^,  Cj,    •  .  « 
Mecânica    25 
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Para  um  outro  elemento  teríamos: 

!/,  X  rt'  h\  =  ^'  «"  X  n 
e  assim  por  diante. 

Representando  p(ir  }^a  ordenada  do  centro  de  gravidai 
do  arc3  a,  o  sou  mom^nt )  será  :  FX  «>  portanto  : 

y  >:  rt   -  A*  {ha'  -^V  a"  +  6"  a'"  + ) 

Sendo  a  qnaiilidadc    compreliendida   no  parentlKsis 
somma   das  pnjjeeçOes  do  todos  os  elementos  lineares  d' 
arco  s.jbi'e  a  corda  e,  i)orlanto,  o  comprimento  desta,  íeni<}S 

O  eixo  O  Y  sendo  um  eixo  de  svmetria  d-)  arco,  o  centre 
de  gravidride  d;..'ve  acliar-se  sobre  esse  eixo  e,  pi>ríanío..  fl 
distancia  Y  deve  ser  cv.itada  sobre  elic  a  parlir  (Í3  ^^ 
para  C. 

A  distancia  do  centro  de  ^ravidatie  de  um  urc xlccii'- 
cnlo  ao  (TMitrv)  do  niosnio  cirrnlo  é.  p<)i^í,  uma  fjnart')  propor- 
ei ♦pai  an  r?iin,  ;'i  <-.^r<t'-i  <   ;i  >  co-nji^Mii-rnlM  f!-»  ^cr». 

c«>ii.-'.'l'v  i\-ind(i  '[IH'  '.nu  i-i-co  do  cin.-ul  ►  p^VIo  svr  as.-L.  iL']oíi 
nm  c:>nt'):-n  >  p  *l\í^')iial  iv-^iilai'  (  ni  ({..íí  o  npot!i  liVi  ó  o 
raio  do  circul*),  (\  c>i'da  do  c  ):it'M'ii  »,  a  corda  do  orço  e  o 
comprimento  no  conlonio  o  are  >  i\Adiíica'lo. 

Si  o  are )  íor  uma  i^cmiclrcumíorí-nein,  t;-m  «s: 


a  .    T,     U    ,        cr::?    / 

e^  porlnnto: 


Nt)  e?;ro  da  ruriiiiil^iTUria  iiil('ii'a,(;()ns'deraiid<>  aí  y^v.. 
ciaistitninlí  s  de  caila  seMni-cifcuiiiic-reiícia  corM'(  iil!\nl-'S  i 
cenír!)dc  gravi(lai!ecorresi»oiidento,  lieará  a  (pirstr-o  ivdii/.i' 
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d«j:  ^Tt- Vidado  respectivo,  o  centro  de  ^gravidade  do  systema 
ou  Jo  contorno  polygonal  será  dêlerininado  pelas  coorde- 
nados : 

n 

m,  í/l  +  n?,  y,  -f +  m     t/ 

wíj  -|-  tíí,  + -f-  m 

n 

«o  —  Consideremos  um  nrco  de  circulo  A  JJ  C  ^  a,  de 
mio  O  C  ==  li,  tire-se  a  corda  .1  /i  --=  c  ;  do  centro  do  cir- 
culo bíiixí  -se  a  píu'])endiculnr  (/  V  ^\()  nu  io  da  corda,  e  sejam 
O  i^ c  O  V,    pí:i'alli.'la  a  c,    dons  .  y 

eiX' »s    coonlenados   (Vi^.  02).  .      .:f'-C 

Dividiíido   o  are )  em    ele-      i,<K    I  í 

m. Mitos    liiicares  ahy  suppond  >  ^  _ — iAf^.'.; ^.,..\g 

Cíifln    iirn  d(*8Ses  (^lernonlos  c)n-  /         }     \   j  \ 

stiluido    i>or    um    numero     de  [  j       V  \  "^ 

p.jiilo.s  proporcional  ao  seu  com-  ^'        O  "'" 

priniento   commum   e  concen-  i-i^-.  t'-* 

trados  no  centro  de  gravidade  correspondente,  no  meio  do 
elemento  portanto,  temos  para  expressão  do  momento  de 
um  delles  :  a  b  : 

para  um  outro  teriamos : 

a'  b'  ;  <  i/, , 

e  aí=3ini  por  diante. 

Os  triângulos  semelhanles:  aba'  uo/unr  nos  dOo: 

Til  m'  o  >ii  í/i  ^«í 

>^     ,  ==        -j ou  .     :  =  r-    . 

6  a  b  a  0(1  •  i 

duiide 

ty,  X  a  í;  ^  i/  fl'  X  n 


•  I 


. .  . '   '  '  •• 


'',  i'  ':••  ■;.'.-' 


«    « * « 


'  *'• 


'  I 


.  I 


■ '     .  t     ':;■''■•..■• 


.1       <  I 


1  .■ ' 


•í;»!'.'  ! .' '  ■■■■  .^'  '.  ■■;;,i-.' : 


ã 

\ 


III) 


I 

s  ■  ■  ■ 


>   I 


■       !       •   . 


!  '  ; 


»    •  t  í:    . 


orminnrocoiilr.)  d*^  gravidade  desses  dons  grupos  de 
ii!iinero  de  pontos,  que  6  o  meio  da  distancia  entre  os 
e  sendo  essas  distancias: 

2  2 

O .:'  v(i  /.Cl  j,  islo  <S  ')  centro  de  gravidado  da  circumfe- 

.'  M  luivl  n>  C;nti'0  (Io  e'rculo. 

-ii  !;i:'i  ;i  (lo!(Tiii::in;.'u  )d..)  c^  nlr)  da.^  módias  distancias 
Cf  !il:*o  f]<'  ;.rravi(l;id"  rrlati  vanienLo  ás  linlias  vam')S 
'iio..('  íi  pratica  relativamente  ás snperíices. 

—  C)iiSi.Lerenr.)s  uni  triangulo  ABC   (Fig.  63). 
Pl)'jiiííí)  a  sua   superncic   dividida  em  elementos  su-  ' 
;r:^  parallel  )S  a  baso  BL\  por  exemplo,  o  centro  de 
\^(:  <!-.í  cada  um  d(\j;;^.*3  c'leincn- 
á    »  moio    do   ivcla  a   (pie  ello 
sl'  no    linr.le,  (i    como   a    mc- 
.[/)   divide  n)   meio    t  )das  as 
pa:vllr;o  ^  ;i  ho./.'  11' \  o:-;  COiítroò 

.iíiiíi"  ílc   'v)\)'A   MÍ-;   elo'.n(MitoH  rj 

laícs  (Vy  órinii;,nil  j  (.',  poi\a:ito, 

n  oc  ntro)  (.1^  ^^ravidadv;  do  tri-  ...    ^, 

^■o  acliíírrio  sobre  (".v-a  linlia. 
o   m(.5m o  r  iciocinio  cliegamos  à   conclusíio  que   o 

dí'    ;^ravida'l"  d  >  triaiiguio  deve    acliar-se   tombem 
ò  múíiiana.; 

I,  òi  o  í-ouiro  d  gravidade  da  superacie  deve  acliar-se 
s.hi.s  trcs  linlias  ('•  olle  determinado  pelo  ponto  C;  de 
;<*ào  das  três. 

in  l o  />  a  a;  a  linlia  /^A'  dividindo  os  ladors 

AC      o       DC 

:'l(S  iguaoo  e  pr- )porcionaes,  é  igual  o  parallela  á 
do  liido  Al). 
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Determinando  os  centros  de  gravidade  dos  triângulos 

A  C  D        o        ABC, 

e  suppondo  os  pontos  constituintes  desses  triângulos  con- 
centrados nesses  centros  c  e  c',  o  centro  de  gravidade  do 
trapézio  se  achará  sobre  a  linha  c  c'. 

A  nií^diona  ^  F  dividindí)  em  partes  iguaes  todas  as 
parallelas  ás  bases,  é  um  eixo  de  symetria  do  figum  c, 
portanto,  sobre  ella  deve  achar-se  também  o  centro  de 
gravidade . 


.«e. 


ff_ 

fu 

n 
o 

— — ^— 

—  —  -  r  ■•  ^  '— 

é    \ 

/'~ 

• 

>• 

/ 

1 

1 

/ 

/  ■   - 

f 

-X" 

---/ 

-- 

^ 
^ 

"gT- 

^  c 

\ 

-.-.:::::;::' JJ- 

*  1            / 

\ 

A 

F 

i 

rig.  ôí 

lilste  ponto  devendo  estar  sobre  essas  duas  linhas  é  de- 
terminado pelo  ponto  G  de  intersecção  das  duas. 

Representando  por  7>*  o  (;  as  duos  bases  parallelas,  ix)r 
h  a  altura  do  trapézio  e  por  x  e  y  as  distancias  do  centro  de 
gravidade  G  ás  duas  l)0scs,  tomos; 

?i  =  .r  +   tf. 

Oo  triângulos 

A   !J  ('        o        A  C  D 

tendo  a  mosnia  nlíura  sAo  proporcionaes  Tis  suas  l)ases  b  e  //, 
e  o  trapézio  cuja  superíicic  c  igual  a  som  ma  das  superíieics 
desses  triongulos  é  proporcional  ixb  -\-  B. 
Sendo  a  distancia  de  r  á  ])aso  B  igual  a 


e  a  distancia  de  c'  á  mesma  base  iírual  a 

h 
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ternos  : 


X    Íb+ôJ=«jBx    -^  +  *    X    ~^h. 


3       '    ^    ""      5 


donde : 


h  B  +  2  b 


3  b  +  D 

Para  a  distancia  y  do  centro  de  gravidade  a  base  b, 


teríamos : 


h  b  ■\-2  B 


2 

+  * 

b 
o 

+  B 

.9       '  b  -\-  B 

Destas  expressões  das  distancias  áy  centro  de  gravidade 
ás  duas  bases  parallelas  deduz-se  um  meio  simples  de  deter- 
minal-o  geometricamente* 

Dividindo  membro  a  membro  as  duas  igualdades,  temos: 

B 

x^ B  -\-  2  b 

y  b  -^  2  B 

Si  prolongarmos  a  base  í>  e  tomarmos 

c  /í  =  J3  , 
e  si  prolongarmos  a  base  B  em  sentido  contrario  e  tomarmos 

Al  =  b  , 

unindo  os  pontos  /c  //,  o  ponto  de  intersecção  G  desta  linha 
com  a  mediana  é  o  centro  de  gravidade  do  trapézio. 

Porque  tirando  por  G  uma  perpendicular  dd'  ás  duas 
I^ses,  temos  : 


Sendo 


temos 


Gá  Fl 


F/  =  6  +  -J    e  EH=.  B  +  ■^, 


Gd  ^2  X 


portanto 


«"'     ^  +  4-    ' 


X  =^  Gd  e  tj  =  Gd' 
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Substituindo  esta  relaçdo  no  valor  de  V,  ternos  : 

3         a 

Sendo  o  raio  C  D,  perpendicular  ao  meio  do  corda, 
um  eixo  de  symetria,  o  centro  de  gravidade  da  recta  deve 
aehar-se  sobro  essa  linlia  a  uma  distancia  V  do  centro  do 
circulo. 

Si  o  sector  6  um  semicirculo  tem  >s  :«=  t,y  R  C  =  2  R 
e,  portanto  : 

O  7:  li  o  Tl 

Cio — PQPa  determinar  o  centro  de  gravidade  do  se- 
gmento A  D  By  sendo  esto  igual  á  dlíTerença  entre  o  sector 
e  o  triangulo  A  B  C  o  seu  momento  será  igual  á  diíTereiíça 
dos  momentos  dos  dous. 

Representando  por  >S'  e  Ta  sua  superfície  e  a  distancia 
do  seu  centro  de  gravidade  a  um  eixo  parallelo  á  cmla  c 
passando  pelo  centr)  do  circulo,  por  >Si  c  1^  e  Sy  e  }'i,ns 
quantidades  corrospoiídoiites  reLitiviis  ao  sector  e  ao  lr> 
angulo,  temos : 

-s  X  1/  ----  ^\  X  y,  -  s^  X  Y„ 
liias  sendo  : 

s,  =  l    au.    y,  ==  A  .  JL  7^ 


tomos,  substituindo: 


J  /,.  ^  £l_  -^, 

V  í  i2 
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tioade  : 

y 


i2  s 


isto  é,  a  distancia  do  centro  de  gravidado  do  segmento  cir- 
'Lílcif  ao  centro  do  circulo,  contada  sobre  o  eixo  de  symetrla 
S'  yj> ,  é  igual  ao  cubo  da  corda,  dividido  por  doze  vezes  a  área 
lo  í^cT^gmeuto. 

<>'^  —  Consideremos  a  superficie  de  nm  cone  recto. 

rHvidindo    essa  siiperíicie  em  elementos    triangulares, 

X-i\t  lo  para  vértice  comrnum  o  vértice  do  cone  c  para  base  os 

e^Cíii^ioiilos  lineares  da  circumferencia  da  base  do  cone,  os 

c^Mitrosdo  gravidade  de  todí)S  esses  elementos  se  acharão 

*^^n  i.iin  plano  parallelo  á  l)ase  a  V:{  da  altura. 

Suppundo  os  pontos  comi)onentes  de  cada  um  desses 
cliirrientos  concentrados  no  centro  de  gravidade  corrcspon- 
iVi\te,  e  constituindo  estes  os  pontos  da  circumferencia  in- 
iei^<.^C(;ri()  do  i)lano  paralielo  om  a  superricie  do  cone,  fica  a 
quosíru)  reduzida  a  deteiMuinar  o  centro  de  gravidade  desta 
ciroun-iterencia,  o  adiando-se  este  pí)nto  no  centro  do  circulo, 
o  ccMilro  de  grnvidíido  í]a  superfície  do  cone  é  o  ponto  do  eixo 
í/íioí;cn  (list;:ní<^  d;i  I)ns(^  a  V:i  ^\i^  altura. 

T'^  —  íy)l)^^lík']Vlnõs  a.  ^^upel•^icie  d«^  uni  cylindro  recto  de 
bii:iQ  rirculor.  Supp  )ndo  e:^8a  superíicie  dividida  em  ele- 
nientos  roctangidMros  tendo  para  l)ases  os  elementos  li- 
jjearcsdciS  circuinfiTcnciasdas  bases  do  cylindro,  os  centros 
(Ic  gravidade  de  tod  )S  esses  elementos  se  acharão  em  um 
pUmo  líaralielo  á  líor-e,  passando  p(do  meio  da  altura. 

Siippondo  os  i^ontos  c  >mi)onentes  de  cada  um  dos  ele- 
nieiitos  conceidrados  no  centro  de  gravidade  correspon- 
dente, e  constituindo  estes  a  circumferencia  intersecção  do 
pI;:ino  i)arall(lo  coma  superíicie  do  cylindro,  fica  a  cpiestao 
reduzida  a  «lelcrminar  o  centro  de  gravidade  desta  circumfe- 
rencia, e  acliandO'Se  este  ponto  no  centro  do  circulo,  o 
centr»)  de  gravidade  da  superíicie  cylindrlai  é  o  ponto  meio 
do  altura  ou  do  eixo. 
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.•^••^  —  Consideremos   uma   zona  espherica   A  />*  C  D 

j\^.  r.s). 

Suppondo  a  sua  superfioio  dividida  em  zonas  elementares 
iguacs  em  altura  o  pi;rallclas  ás  bases,  todos  esses  elenienlos 

Q  serão  equivalentes  em  super-* 

íicie,  e  portanto  constituídos 
por  um  mesmo  numero  d^ 
^  f'  G  [íontos,  pois  todos  elles  tend 

^'o  ''^  a   mesma  altura,  têm  par 

medida  da  superíicie  o  producto  da  circumferencla  de  u 
circulo  máximo  ^^ela  altura. 

No  limite,  reduzindo-se  cada  um  desses  element^-s 
uma  circiunft;roijcia  li-rá  o  leu  cei-íro  de  gravidade  sobre 
fíUura  (/. 

Supp  )iid-j  os  pontas  componentes  de  cada  uma  destí^iS 
circumterencias  conc(  nlnidob  no  seu  cenli*o  de  gravi  — 
dade,  e  consliLuindo  lodcjs  esses  centros  a  recta  eA  licr-ei 
a  (incátà.)  reduzida  a  d<.'Lerininar  o  eentr.)  de  gravidatit^ 
desta  linliti,  e  sendo  (Sto  iK)nlo  o  meio  da  recLa,  o  (•eiiti"^ 
de  ^M'avidadv'  da  zona  esi»ii*'riea  acha-í-e  no  meio  dn  siif^ 
alluii.. 

C-jns:.[< leremos,  linidinenlr,  a  determinaçi^to  do  centn.»  tl*^' 
gravidí.de  oii  dtis  niédjír'  distancias  dos  volumes  : 

1"  —  SUi»p  )nliamu-;  <[n  :  a  li^jjura  dada  seja  um  p<iral- 
leJipipedo. 

O-nsiderando-o  »li\iili(io  em  se«.-(;nes  el(.'men tares  piíral- 
l4.*lus  a  nnia  díio  Inies,  o:-  (^entro:-?  de  /gravidade  de  lixiose.ssos 
elemeiilos  con:-:ll(ulrà<.)  a  linha  i pie  uno  os  centros  diis  cliia=' 

rciCe::i  <  'ppOStilS. 

Snppoíidoofs  ponlos  constituintí/s  dos  elementos  concen- 
trados nos  c»'nti'o.!>  do  gravidade  correspondentes,  íica  a 
([Urslão  redn/.ida  a  deterniinnr  o  centro  de  gravidade  dessâ 
iN'clci,  ♦•  aclhindo-se  esfí"»  i>  )nto  no  nicio  da  recta,  «»  ceatiM  de 
griívidíide  <lo  p  u-all<*lipii>jílt)  ('•  o  m  ■'ioda  !*ect;:  (pie  inir  os 
o.-ntj  )S  de  d  iM-^  b  r  (^ :  .>^»p  ís-ar^,  op»i\antoo  ^jOii?>d'L  :;::e^ 
socrào  de  siifi.s  ding  )nac;.: . 
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50  —  Goasi  lerem  )S  uni  prisma  (Hial(iiiep  de  bases  pa- 

as. 

^eterminand  >  os  centros  de  gravidade  das  bases  e  unindo 

dons  pontos,  csla  linha  onterj^os  centros  de  gravidade 
das  as  sccç<jes  elementares  feitas  parallelamente  ás 
,  e,  portanto,  o  centro  de  gravidatle  do  prisma. 
Uippondo  os  pontos  constituintes  de  todos  esses  ele- 
os  concentrados  nos  centros  de  gravidade  corresponden- 
ica  a  (lucstão  reduzida  a  determinar  os  centros  de  gra- 
le  da  linlia  que  une  os  centros  de  gravidade  das  bases,  e 
ido-se  este  ponto  no  meio  dcFsa  linha,  o  centro  de 
<lade  do  prisma  está  no  m<*io  da  linlia  (pie  une  os  centros 
•avidade  das  duas])ases, 

^odendo  um  cylindo  d»*  luases  parallelas  ser  sempre  assi- 
lo  a  um  prisma,  o  centro  de  gravidade  do  cylindro 
-se  no  meio  dr  linhas  ([ue  une  os  centros  de  gravidade 
>uas  l»ases. 

30  —  í'onsiderem.)s  um  tetraedro  .1  B  C  D,  (dg.  60). 
determinando  0(\^ntr()  de  gravidade  c'  de  uma  das  suas 

]J  D  (  ,  por  exemplo,  c  unhido  csí-e  ponto  ao  vértice  A 
ha  A(''  passará  pelos  centros  de  gra-  ^a 

Le  de   todas  as  sc'C(;õt  s  elementares  \ 

llelas  á  l-a:r  IJ  J)  C.  /  i\\ 

iupp  >ndo     (js     pontos    constituintes  ,       í  ,\\ 

^s  elementos  concentrados  nos  seus  /      .  :   \\c\ 

*us  de  gravidade,  íica  a  «incSLão  redu-       /        ^''t^\\l 

a   deternnnar  o  centro  de  gravidade     /    --."'',.-'•■  w   E 

*ecta  .1   C  tpie  conterá,  portanto,  o  í;'- u 

ro  de  gravidade  do  tetraedro.  ^^''f?-  <^'3 

Determinando  o  centro  de  gravidade  c  da  face  CAD  e 
ido-o  a(j  vertici^  /y,  o  mt:smo  raoiocinio  nos  levará  a 
;luir  que  o  c<'ntr<)  de' gravidade  d>  tetraedro  deve  achar- 
3l)re  a  preta    He, 

devendo  este  ponto  estar  soi)re  as  duas  rectas  :  Ac'  e 
existentes  no  plano  .l/;/j*,  é  elle  determinado  pelo  ponto 

intersecção  das  duas. 
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OS  centros  de  gravidade  de  todas  as  secções  ele* 
^  feitas  parallelamente  a  base  da  pyramide  contém 
de  gravidade  desta,  e  devendo  este  ponto  achar-se 

no  plano  parallelo  á  base^  que  contêm  os  centros 
idade  dos  tetraedros  constituintes  da  pyramide, 
^terminado  pelo  ponto  G  de  intersecção  da  linha 
3lano . 

Qtro  de  gravidade  de  uma  pyramide  acha-se^  pois, 
linha  que  une  o  vértice  ao  centro  de  gravidade  da 
ma  distancia  desta  igual  a  V4  dessa  linha, 
cone^  podendo  ser  sempre  assimilado  a  uma  pyra- 
n  o  seu  centro  de  gravidade  sobre  a  linha  que  une 
3  ao  centro  de  gravidade  da  base,  distante  desta  de 
i  linha. 
>)nsideremos,  finalmente,  um  sector  espherico  A^  B, 

ri). 

)ondo-o  dividido  em  elementos  pyramidaes,  e  os 
estes  elementos  concentrados  nos  seus  centros  de 
le,  todos  estes  pontos  constituir&o 
ia  espiíerica  abe  de  raio  igual  a  V4 
ia  esphera,  e  a  questfio  fica  assim 
a  determinar  o  centro  de  gravidade 
na.  Achando-se  este  ponto  na  me- 
oltiira  da  zona,  o  centro  de  gravi- 
sector  acha-se  sobre  o  seu  eixo  e  Fig.7i 

listancia  do  centro  da  esphera  igual  a  V4  do  ralo, 
metade  da  altura  da  zona  que  nesse  sector  passa  a 
anciã  do  centro. 

eoria  dos  centros  de  gravidade,  estende-se  aos  sys- 
u  corpos  materiaes  constituídos  por  um  numero 
o  de  moléculas,  suppondo-se  a  repartição  destas 
ada  a  uma  certa  lei,  considerada  geralmente  uni- 
as condições  suppondo  o  corpo  dividido  em  ele- 
de  volume  /\x  Zaí/  A^7  cada  elemento  conterá  um 
de  moléculas  igual  ao  que  suppOe-se  constituir  a 
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unidade  de  volume,  multiplicado  pelo  volume  desse  element0 
ou  por  A^  A{/  A-. 

Fazendo  tender  esses  elementos  nSo  para  zero,  mas  para 
um  limite  infinitamente  pequeno  dx  dy  ds,  no  qual  cada 
um  contenha  apenas  uma  molécula,  por  exemplo,  as  fór- 
mulas do  calculo  integral  serSo  applicaveis  as  determinações 
dos  centros  de  gravidade  dos  corpos,  por  este  modo  referida  a 
determinação  do  centro  de  gravidade  de  um  systema  de 
pontos . 

Si  o  solido  nSo  é  homogéneo,  isto  é,  si  a  repartição  das 
moléculas  nôo  é  uniforme,  é  necessário  suppòr  conhecido 
para  cada  elemento  infinitesimal  o  numero  moléculas  con- 
tidas na  unidade  de  volume  ou  a  sua  densidade  ô,  ciyo 
peso  ôo  considera-se  variando  gradualmente  de  um  pontoa 
outro  do  systema  e,  portanto,  como  uma  formação  con- 
tinua das  suas  coordenadas. 

Supponhamos   um   corpo   homogéneo  referido   a   três 
eixos  rectangulares. 
,     Considerando  um  elemento 

dx    dl/    dz 

de  seu  volume,  a  differcMiça  entre  a  posiçõo  de  um  qualquer 
dos  pontos  deste  elenient<3  e  a  do  seu  centro  de  gravidade 
pôde  ser  deprezada,  de  maneira  a  nos  permittir  considerar 
como  coordenadas  do  centro  de  gravidade  do  elemento  de 
volume  as  coordenadas 


.' 


1» 


!/i  e  ^1 


de  qual<iuer  de  seus  pontos. 

Concebendo  concentradas  nos  respectivos  centres  de  gra- 
vidade as  moléculas  de  cada  um  dos  elementos  de  volume, 
terem  )s  para  expressão  do  volume  do  corpo  e  das  coorde- 
nadas do  seu  centro  do  gravidade  ou  do  centro  de  gravidade 
do  conjuncto  de  grupos  de  pontos,  constituídos  pelos  centros 
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de  gravidade  de  todos  os  elementos  em  que  se  considere 
dividido  o  corpo  : 


y  = /7yd>;    dy   ds 


f  f  f  oí  dx  dy  dz                        f  f  f  V  ^^  ^y  ^^ 
(a)     X  ==      -^  -^  -^ =r ,     Y=     -^-^-^ 


Z 


f  f  f  i  dx  dy  d% 


Para  calcular  estas  expressões  integra-se  primeiro  rela- 
tivamente a  Zy  considera nda-se  x  e  //  constantes,  entre  os 
limites: 


5  =  /*  h^i  2/    t 


-  =  /i  ( "'^  y  )  ' 


depois  integra-se  em  relaçSo  a  r/,  considerando  x  constante, 
entre  os  limites: 


^  =  ?  í  ^  K  2/=?i   (  ^ j  5 


finalmente  integra-se  em  relação  a  a?  entre  os  limites: 

Si  O  solido  nno  é  homogéneo,  o  peso  do  numero  de  mo- 
léculas de  cada  um  dos  seus  elementos  terá  para  expressão: 

áj,        do:        dy        dz. 

Considerando  as  moléculas  de  cada  elemento  concentra- 
das  no  respectivo  centro  de  gravidade,  teremos  para   ex- 
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pressão  g*?ral  d>  peso  Mp  do  systema^e  para  equações  das 

ooonJeiíodos  do  >êu  «viitr*3de  gra\idade  : 


y^-J  fji.é.,,a. 


I     I     I     l^dx  dy  ds  X  X 


y= 


1    1   1  ^*  ^^  ^y  ^  ^  y 

f  f  f  '-*  •'•'  "^y  •*-  X  * 

Si,  i>or  analogia,  denominarmos  momento  de  uma 
massa,  relativamonte  a  um  plan  »,  o  producto  dessa  massa 
pela  distancia  de  seu  contn)  do  gravidade  ao  plano  consi- 
derado, das  três  ultima^»  e<iuaçòes  deduz-se  que  os  mo- 
mentos «la  moa^a  de  uni  corpo  relativamente  a  três  planos 
coordenados  è  igual  á  somma  d<>s  momentos  de  seus  ele- 
mentos relativamente  aos  mesmos  planos. 

Em  muitos  casos  t^  i)re(Vrivel  utilisar  as  e^iuações  do 
centro  de  gravidade  correspondentes  a  coordenadas  polares. 

Referindo  o  corpo  a  este  systema  de  coordenadas,  cha- 
mando p  o  raio  vector,  '^  o  angulo  formado  pelo  plano  dos 
xs  com  o  plano  passando  pelo  eixo  dos  ^^  e  p,  ô  o  angulo 
formado  pelo  raio  vt?ctor  com  o  eixo  dos  -r,  o  elemento  de 
volume  do  corp>  terá,  como  sa]>?-se,  para  expressão: 

í.^  sen  O  c/O  (/p  d')^ 
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Por  conseguinte  o  peso  do  elemento  de  massa  será: 

^0  p*  sen  ô  dQ  d^  é}^^ 

sendo  ôo  o  peso  na  unidade  de  volume  do  corpo,  no  ponto  con- 
siderado, e  achando-se  as  coordenadas  rectangulares  e  po- 
lares ligadas  pelas  relações : 

o;  =  p  sen  6  cos  '^  ,    y  =  p  set\  6  sen  «^  ,    3  =  p  cos  6 

Substituindo  estes  valores  nas  expressões  precedentes, 
temos: 

Ifp  =     /     /     /    ôo  p*  sen  6  rfd  rfp  d]f 


j     J     y  5(,  P*  sen'^  O  cos  ^  d6  dp  cí*^ 


/// 


"f 


5o  p*  s«w*  6  íert  'í*  dô  dp  d^ 


^P 


/      /      /    ^0  ?*  ^^'*   ^    ^''^  ^    ^^  ^?    ^'l' 


P 


Si  o  corpo  é  homogéneo  o  factor  So  será  constante  e  neste 
caso  o  &)  do  denominador  se  simplificará  com  o  factor  corre- 
spondente do  numerador. 

Relativamente  aos  limites  das  integraes,  a  questão  de- 
pende da  situação  da  origem  das  coordenadas,  que  pôde 
adiar-se  fora  ou  no  interior  do  corpo  considerado. 

Si  a  origem  for  um  ponto  desse  corpo,  a  integração  far- 
8e-ha  primeiramente  desde  p  =  o  até  p  =  A",  sendo  K  uma 
formação  de  6  e  \p  dada  pela  equaçfio  da  superfície  do  corpo ; 
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depois  se  integrará  desde  6  =  oe  +  =-o  até  ^s^-x  e4"«2ír, 
começando-se  indifferentemente  por  6  ou  por  ^. 

Si  a  origem  for  exterior  ao  corpo,  os  limites  geralmente 
serSo  mais  complicados.  Representando  neste  caso  por  «  e  «i 
duas  formações  dadas  de  6  e  <j^,  por  p  e  Pi,  duas  formações  de  ^ 
e  por  V  e  v'  dous  ângulos  dados ;  supponhamos  que  se  trata, 
por  exemplo,  de  uma  porçilo  do  corpo  comprehendida  de 
uma  parte  entre  duas  superfícies  representadas  pelas 
equações : 

e  de  outra  parte  entre  duas  superfícies  cónicas  cujo  eixo 
commum  seja  o  eixo  dos  js,  e  vértice  commum  a  origem, 
representadas  pelas  equações : 

0-8,       ô  -  p,  ; 

finalmente,  limitada  por  dous  planos  passando  pelo  eixo  de  j 
e  formando  os  ângulos  v  e  v'  com  o  plano  dos  xj  d'onde  é 
contado  o  angulo  ^ . 

Integra-se  primeiramente  desde  p  =»  «,  até  p  =  «i,  depois 
desde  o  =  p  até  o  =  ?i  e  por  ultimo  desde  ^  =  v  até  |  =  vj. 

Determinadas  as  coordenadas  rectangulares  por  esta 
forma  as  coordenadas  polares  do  centro  de  gravidade  seroo 
dadas  pela  expressão  : 

Y  y 

p'=l/  X*  4-  y*  +  z^,     ^^j'\^-^^  cos  ^  = 


^Tx*  4-  Y*  -f  Z*' 


As  formulas  ((^J  das  coordenadas  do  centro  de  gravidade 
simplifícam-se  modificando-se  a  concepção  geométrica  desti- 
nada a  decompor  o  volume  considerado  em  elementos  infini- 
tesimaes. 

Para  isto,  em  vez  de  decompormos  o  volume  em  elementos 
infinitesimaes  em  todos  os  sentidos,  divide-se  por  planos 
parallelos  a  um  dos  planos  coordenados,  e  distantes  ims  dos 
outros  de  uma  quantidade  infinitamente  pequena,  determi- 
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na-se  a  distancia  do  centro  de  gravidade  a  esse  plano  e  re- 
pete-se  a  operaçôo  para  com  os  dous  outros  planos  coorde- 
nados. SupponhamQS  o  volume  dividido  por  planos  parallelos 
ao  plano  dos  y:: ;  representando  por  A  a  área,  variável  com  x, 
de  uma  das  camadas  assim  obtidas,  isto  é,  fazendo : 


^f^ày^ 


o  volume  da  camada  será : 


A  dx  ; 


6  teremos  assim  para  o  volume  total  e  para  expressfio.da 
distancia  do  centro  de  gravidade  ao  plano  yz  : 


-/ 


A  dx 


X  = 


fAx  dx 


Procedendo  de  modo  análogo  para  com  planos  parallelos 
ao  plano  dos  xz  teríamos : 


z  dx 


.=/ 


^fA,  dy 


V  _   /^i  V  dy 
V 


e  do  mesmo  modo  com  o  terceiro  plano. 

Mediante  esta  modificação  da  concepção  geométrica  fun- 
damental, a  questão  fica  referida  algebricamente  ao  calculo 
de  integraes  simples,  as  quaes,  desde  que  não  possam  ser 
exactamente  avaliadas,  poderão  ser  obtidas  por  approxi- 
mação. 
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O  modo  de  geração  do  volume  e  a  situação  dos  eixos 
cocfftienados  podem  aioda  simpUíkar  as  expreasOes  algé- 
bricas das  coordenadas  do  seu  centro  de  gravidade. 

Consideremos  um  solido  de  revijluçâo  ou  o  volume 
gerado  por  uma  superfície  plana,  eimprebendida  entre 
duas  curvas,  gyrando  em  lorn>  do  eix^j  dos  j*,  estando 
os  eixos  situados  no  plano  da  superScie.  Tirando  duas 
ordenadas  iniinitamente  próximas  í/  e  y^  na  curva  su- 
perior, a  i'-tas  corresponderSo  na  curva  inferior  as  or- 
denadas y    e  í/i'. 

O  volume  gerad.»  pela  superfície  elementar,  limitada  por 
e^a  ordenada  na  superfície  dada,  pude  ser  considerado  como 
a  difler^nça  entre  *»  volumes  de  dous  cylindros  tendo  djr  para 
altura  o»3mmum  e  para  base?  cis  círculos  descriptos  com  raios 
igtiaes  a  y  e  y  ,  e  terá  para  expressão : 

-  y  -  y*.  d:r. 

O  volume  total  e  o  centro  de  gravidade  seroo  dados  neste 
caso,  pelas  equações  : 


/       .i  '    *     (Lr 


./ 


V  —  V  •    dlr 


X   = 


sendo  t)  e  .*^  ^>s  valores  de  .r  oorrespondentes  às  ordenadas 
limitas  da  í^rea  gt^ratr:/  do  volume,  e  A  a  distancia  do  centro 
de  ^-ravidade  a  ori^^vm,  cv^p.tada  s:  i.re  o  eixo  dos  x,  onde  deve 
Hi^wii^^^  ^!^^  v^Jlt^v^  ova  v:r::KÍe  via  s^Tnetria   do    volume 
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Si  a  curva  inferior  que  limita  a  superflcie  considerada  é 
supposta  coincidir  com  o  eixo  de  revolução,  teremos:  y'  *==  o, 
e,  neste  caso : 


/,- .,. 


h 

a 
f  y^  dx 


Consideremos  a  determinação  do  centro  de  gravidade  das 
superfícies,  isto  é,  dos  volumes  nos  quaes  uma  das  dimensões é 
supposta  infinitamente  pequena  relativamente  ás  outras  duas. 

Como  sabemos,  o  elemento  differencial  de  uma  su- 
perfície: 

y  =  f(x^  y) 

nos  é  dado  pela  fórmula : 


dx  dy  yi  -f-  p«  +  ç« 

sendo />  e  q  respectivamente  as  derivadas: 

dz        dz 
dx        dy 

A  massa  total  e  as  coordenadas  do  centro  de  gravidade 
serão,  pois,  para  este  caso : 

líp  ==  y     Ao  dx  dy  ^TT^Tp+^y 


M 

P 


JJyl. 


y  Ir.  dx  dy\r i -\- V"  -V  q\ 


M 

P 


_// 


z^Q  dx  dy  |/"i  -H  P*  +  í*- 
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Si  a  superficie  for  homogénea  o  factor  í  desapparecerá 
como  nos  casos  anteriores.  Quanto  aos  limites,  designando 
por: 

!/■=?(«:),  y  =  9,  (a?) 

c>s  valores  de  y  correspondentes  a  dous  pontos  que  sobre  a 
projecção  do  contorno  da  superfície  no  plano  x//,  tem  a 
mesma  ol)Cisa  x,  é  necessário  integrar  primeiramente  em 
relação  a  [/,  considerando  x  constante  desde 

y  —  ?  (  »  )  » 
ntó 

2/  —  ?i  ( •»  ) ; 
e  despois  em  relação  a  x  desde 

até 
sendo 

x  =s  a  Q  X  =  h 

as  equações  de  dous  planos  parallelus  ao  plano  ::y.  passan<lo 
l^los  ix)utos  extremos  do  contorno.,  e  considerando  a  menor 
ijue  b. 

Si  a  sui>erricie  de  que  se  trota  for  plana,  lemos,  tomando 
sou  plano  para  plano  dos  Xf/: 

ilondo  : 

dx  dy , 


P      J  J    o 
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M 


J/i' 


dy  d» 

Consideremos  uma  superfleie  de  revolução,  isto  é,  uma 
superficie  gerada  pelo  movimento  de  uma  curva  em  tonio 
de  um  eixo  situado  em  seu  plano. 

Fazendo  coincidir  este  eixo  com  o  eixo  dos  x  e  tirando 
duas  ordenadas  da  curva  geratriz  infinitamente  próximas, 
a  superficie  gerada  pelo  arco  ds  da  curva,  comprehendida  por 
essas  ordenadas,  pôde  ser  considerada  como  a  de  um  tronco 
de  cone  ciga  área  terá  para  expressão: 

2  t:  y  ds 

O  centro  de  gravidade  devendo  achar-se  sobre  o  eixo  de 
revolução  e  considera ndo-se  a  superficie  homogénea,  teremos 
para  determinar  esse  centro: 


=  ^"/ 


b 

y  ds  , 


fl' 


2  Tz    f        y  ds 

Vejamos,  finalmente,  a  questão  relativamente  ás  linhas 
ou  volumes  tendo  duas  das  suas  dimensões  infinitamente  pe- 
quenas em  relação  a  terceira. 

O  elemento  differencial  dessa  linha  nos  é  dado,  como 
sal>e-se,  pela  expressão: 

ds^^-d^^  +  dy^  +  dz'^dx    j//+  (^J*+[^J* 
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representando  por 


06*  e  X 


n 


asabcissas  correspDndentes  aos  pontos  extremos. 

A  ordenada  do  centro  de  gravidade   da  linha   geratriz 
tendo  para  expressão: 


y  ds 

y  — 
si  substituirmos  a  integral  pelo  seu  valor  (i),  teremos: 

Traduzida  em  linguagem  vulgar  esta  expressão  no3 
mostra  ser  a  superfície  de  revolução  igual  ao  producto  da 
circumferencia 

descripta  pelo  centro  de  gravidade  da  linha  geratriz,  pelo 
comprimento  /  desta  linha. 

Si  em  vez  de  fazer  uma  revolução  completa,  a  geratriz 
gyra  apenas  de  um  angulo  a,  a  superfície  corresix^ndente  S 
estará  para  a  superíicie  6'  na  relação  de  a  para  2r,  isto  é: 


donde: 

Substituindo  ^ix)loseu  valor,  resulta: 

S  ^  i  Y  X 

isto  í^,  a  supt^ríicie  descripta  t»,  neste  oas-\  ^gual  ao  producto 
da  geratriz  pelo  arco  dv^crií^t  >  ixlo  seu  centro  de  gravidade. 


1 

j 
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Considerando  o  volume  gerado  pela  revolução  de  uma 
superfície  plana  limitada  por  duas  curvas  e  pelas  ordenadas 
correspondentes  as  abcissas 

flc'  e  x" 

esse  volume  terá  para  expressão : 

x' 

•;  dx 


=  ^   /"     (y'-y") 


x" 


A  ordenada  do  centro  de  gravidade  da  superfície    ge- 
ratriz tendo  para  expressão  : 


r' 


Y  = 


f  (y'  -  y")  dx 

1      x" 


S 


por  ser 


y  +  y' 


a  ordenda  y  que,  na  fórmula  geral,  representa  a  ordenada 
do  centro  de  gravidade  do  elemento  da  superfície. 

Si  substituirmos  a  integral  do  numerador  pelo  seu 
valor  deduzido  da  primeira  fórmula,  temos: 

2SY=  — -, 
donde: 

V  =  2  TzY.  S 

O  volume  de  revolução  é,  pois,  igual  ao  producto  da 
superfície  geratriz  pela*  circumferencia  descripta  pelo  seu 
centro  de  gravidade . 

Si  a  revolução  for  apenas  de  um  angulo  a,  temos: 
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De  um  iTKxio  geral,  portanto,  asuperficie  ou  o  volume 
de  revolu<;õo  é  igual  ao  producto  da  linha  ou  superfície 
geratriz  i>elo  caminho,  (lUc*  percorre  o  seu  centro  de  gra- 
vidade. 

Por  este  m>lo  íica  a  qua<lratura  ou  cubatura  depen- 
dendo unicamente  do  c  jiihecimento  do  centro  de  gravidade 
da  gera  triz  • 

lUvipixvamenlo,  conliecida  a  superíicie  ou  o  volume 
gtM^ado.  p  Vie-se  determinar  o  centro  de  gravidade  da  linha 
vHi  suivriicit^  geratriz. 

No  cas>  de  um  c^yUndro  recto  truncado,  póde-se  fazer 
doivnder  a  avaliaçAo  do  volume  íla  p'3Siç5o  d<is  centros  de 
gravidade  das  Ivises. 

lAnisidenmd  >  a  kise  d« >  cylindro  coincidindo  com  o 
plano  dos  ry  t\  p<>rtant.>.  as  suas  geratrizes  perpendiculares 
a  osle  plano,  supp  >ndoa  Ivise  dividida  em  elementos  djr  dy ; 
o  o  volume  constituído  p  >r  elementos  com  bases  da:  dy 
o  altura  •%  o  volume  de  im  -iesses  element*>s  terá  para 
oxpitssAo: 


j .   ? 


e  o  v  V/unt'  v»í:il  senu  i»  »:s: 

\Wy\\  -*v^:ií;-.:ivi  » :^  ^:*  i  -  :r..\::.  iv^fiO  ia  seo;iio  obliqua  s-jbra 
a  ívísv.  vWvi.i  c!i^:v.or.^^  vi.-     .-s-:     ■*.;;•  ia  '.erá   i>ara  expressão 


.'  «  ^^ .   '♦'  »!\uvíí  \  *\\.s:;\c\:rr:.*:  •  •  :^>.:v^da  outra,  ser<\ 


MECÂNICA   GERAL  417 

Representando  por  A  a  área  da  base,  a  área  da  secção 
obliqua  será : 

A 
cos  «  * 

e  sendo Z a  ordenada  do  seu  centro  de  gravidade,  temos: 

cos    a  J  J         cos     OL  COSOi   J  J  cosot, 

donde 

V  =  A  Z 

O  volume  do  cylindro  é,  pois,  igual  ao  producto  da  área 
da  base  pela  perpendicular  baixada  do  centro  de  gravidade 
da  secção  obliqua  sobre  o  plano  da  mesma  base . 

Representando  por 

«ii  Vi      e       3i 
coordenadas  do  centro  de  gravidade  da  Ijase  Ay  por 

coordenadas  do  centro  de  gravidade  da  base  obliqua  A\ 
por  co'  um  elemento  desta,  temos,  tomando  os  momentos 
relativamente  a  um  plano  parallelo  ás  directrizes: 

A'  X'  ^//^  W  ,  A'  y'  =//y'    w'. 

Multiplicando  por  cos  «,  temos: 

A'   cos  a  oc'  =y  /w'  cos  OL  00*, 
A'  cos  a  y'  =/  /ta'  cos  «  j/, 

ou  : 

,    A  x'  =  /  /«o  x" , 


A  xj-  =//^  y" 
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De  modo  idêntico  achariamos  : 

Y^b+—j-cosfí 

Determinando  as  coordenadas  do  pjnto,  melo  da  linha, 
pelas  suas  equações,  isto  é,  fazendo  nessas  equações  : 


temos  : 


07  =  a  H -^-^  cos  t  y  =  b  +  — - —    cos  B 


O  centro  de  gravidade  da  linha  recta  acha-se,  pois,  no 
meio  da  linha. 

Chegaríamos  mais  rapidamente  a  este  resultado  fazendo 
coincidir  a  recta  com  o  eixo  dos  x  e  tomando  um  dos  seus 
extremos  para  origem . 

Neste  caso  temos  : 


X  d  X 

o 


X    -  '• 


212 

<5a  —  ODusideremos   um   arco  de  circulo  homogéneo: 
ABC-^ly  (fig.  72). 

Tomando  para  origem  o  centro  do 

circulo  e  para   eixo    dos  x  o  eixo  de 

symetria    do   arco  O  5,  o   centro    de 

gravidade  deste  será  determinado   pela 

,-^''"     j  \      equação : 

/  X  d  s 


X 


l 

Fig.  72 

A  equaçi^o  do  circulo: 

r'  =  x«  -f-  »/« 
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nos  dá,  differencíando  e  elevando  ao  quadrado  : 


X* 


Substituindo  nesta  expressão  o  valor  de  y*  dado  pela 
equação  (1),  temos : 


X* 


^   '  d  X 


dy^=- i 

r*  —  X 

Substituindo  este  valor  na  expressão  da  diflferencial  do 
arco  ou  em : 

temos : 


d  5  3-    t/  dx*+  ^,  ^  ^,         d  X*      «da?X 


/ 


CO*  »• 


y<y  í+      ^.*     °i/  ^,..'*" 

Substituindo  este  valor  na  expressão  de  A",  temos: 
Esta  integral  devendo  ser  calculada  entre  os  limites : 

X  f^  o  D  sã  a  ,    X  vsm  o  B  ^  r 

para    a  metade  do  arco,  calculado  o  seu  valor,  temos  de 
dobral-o  para  o  arco  inteiro. 

Portanto : 

r  r 

y^   X  d  X  r  1  
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Da  equação  da  curva,  differenciada  e  elevada  ao  qua- 
drado, deduz-se  : 

,  ,         «•  das* 

Substituindo  y-  pelo  seu  valor  dado  pela  equaçAo  da 
curva,  temos : 

Substituindo  na  expressfio  de  ds,  temos  : 


ds  =  1/  dx»  +  dy»  =    j/  da:'  +  ^^  =>  das    {/  í  +  ^ 

Sul)Stituindo  na  expressfio  de  A',  temos : 

l  X=^   fxds=    /!•  dx  ^/l  +  /^  =   fdx  ym*  +2" 


-fdx     j/j, 


=/rf*  i/i-^+?r-/4 


M^^i]\/^^'i-í^^-r^'^'^"^'^ 


Suljstituindo  o  arco  /  pelo  seu  valor,  temos,  finalmente, 
para  abcissa  do  centro  de  gravidade. 


í^  l''  ?/•  +  P'  +  -^  /^. 


X  7^  (y+j/v-hp: 


2  i  ;> 


Fica  por  este  modo  determinada  a  i)0siçSo  do  centro  de 
gravidade  do  nrco,  em  formação  das  coordenadas  de  uni 
qualquer  de  seus  pontos  e  do  parâmetro. 
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40 — Consideremos  a  cyclolde 

o  E  F, 

(lig.  73),  descripta  pelo  circulo  C.  Tomando  O  F  para  eixo 
dos  X  G  OC  para  eixo  dos  y,  representemos  por 


2/1 


Af  t)},  «Tj  ■■  o  m 


as  coordenadas  de  um  qualquer  dos  seus  pontos  M.  Unindo 
o  ponto  M  ao  centro  do  circulo  gerador  C,  representando 
por  a  o  angulo 

MCB, 

o  por  r  o  raio  desse  circulo,  temos  : 

arco  MaB^^OB  =  r'x, 


Y 


I 
ÍH 


iX 

Fig.   73 

Sendo  m  B  a  projecção  sobre  O  /^  do  rai<D  M  C,  que  faz 
com  esse  eixo  um  angulo 

c  Mc 


igual  a 


TT 


—  a  , 


temos  : 

(jj  OmaOB  —  m£  =  ra  —  r  cos    j   -^  —  a  1 
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Sendo  Mm  igual  a  projecç&o sobre  o  diameliò  Áh^ 
corda  M  B,  que  tem  para  comprimeoto  : 


2  r  êen  — 


e  fbz  com  esse  diâmetro  um  angulo 

MBA 

Igual  a 


temoB  para  ordenada  do  ponto  M  : 

(?)       Jf«-2r«r«-f  co.(f -^)- 

Deduzindo  desta  igualdade  o  valor  de 

CCS  a, 

temos  : 


2  r  sen»  i 


cos  = 


r 


Substituindo  este  valor  na  expressfio  de 


sen  a 

temos  : 


Differenc^ando  as  equaç  jes  (1)  e  r2;,  temos  : 

dx^  »•  r  I  1  •*  C05  a  I  d  a ,     dy^  =s  r  sen  %  d  % 
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Suhsliluindo  estes  valores  na  expressão  de  dx^  (3),  temos: 
doiule  : 

Substítuínilo  este  valor  na  expressõo  de  ds^  temos  : 


,u  -  iU    ^\  +  (-5^)«  -  rf^    ^l  + 


2  r  —  a? 


o; 


=  l'   2  r   a?  d» 

Integrando,  temos : 

1^ 

~r      j  X  dx  ^  2  y    2  r    j/^  =  ^  K"^  r  x 

Fazendo  a  integração  entn^  os  limites  a  e  6,  temos  : 


=  ['  /^^] 


a 
b 


valor  de  um  arco  da  c>cloide  referida  ao  seu  eixo  de  symetria 
e  a  tangente  ao  vertici^ 

O  centro  de  irravidade  deste  arco  é  determinado  pelas 
equações : 

s  X  =      f  X  ds,  s  Y  ==  /  y  ds 

Substituindo  ds  \ye\o  seu  valor  na  expressfio  da  abcissa, 
temos : 


.X=/.crfx      ^     Jl 
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Sendo : 


=  —    j/ar      X    y      X    =  ^    y    2  r  x\ 

tomando  a  integral  entre  os  limites  «  e  6,  temos  : 

/      X  ds  =^  \   -j-  ^    V    2  r  X 

h 

Para  o  arco  EM  sendo 

b  =  o   e  a  =s  os 


temos: 


/x  2 

o:  ds  =   -^   X    ]/      2  T  X 


o 


Calculando  o   valor   de   .s   entre    os  mesmos  limites, 
temos: 


=^   Í2    \/'  2  r  x\       =  2  [^ 


2  r  X 


Substituindo  estes  valores  na  expressão  de  x,  temos,  fi- 
nalmente, para  a  abcissa  do  centro  de  gravidade  do  arco  da 
cycloide. 

yx  ds  "5"  ^  k'     2  r  a 

*  2[r  2  r  X  3 


Considerando  a  integral  da  expressão  da  ordenada  y, 
temos  : 


430 
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Appliaiivl )  a  integral  do  segundo  membro  a  fórmula 
geral 


/  u  do  =  uv  '^  /  V  d  u 


fazend ) : 


de 


u  =  if,  du  ^  dl/,  V  =  2  l/a;  ,  do  =»   ■  . , 

y     X 


lemos : 


fy^r^-''^'  ^   -  J ^v  - 


dy 


Sendo 


dtj  ^=  dx 


L^  r  —  j?  J 


X 


lemos : 


/,^ „..,/- _/.^T.  i^'.:. 


--^  2  nV  X      +2 


2  r 


-') 


í/  a?  = 


!/y  X  + 


3 


I      5  r  —  X       j 


;? 


Substituindo  este  valor  e  tomando  a  integral  entre  ús 
limites 


a;  =•-  o,  £C  =  oí 
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temos,  finalmente: 

/    y  d»  =  S  1/-27  !/  1/"    +    -§-    (2r-«)    J  _ 

-4-  (-)  "^ 

SubsUliiiinio  este  valor  iia  expressa  a  de  3',  temos,  fliial- 
meiíte,  para  expressúo  da  ordenada  do  centro  de  gravidade 
do  arco  da  cyclolde  : 


s/~2r\  I/^r  „    +- 


2/-ã 


,  +  ^-^.„^|rír-.;-^vj 


Si  fizermos  nas  cxpressTics  dos  coordenadas  do  centro 
de  gravidade  do  arco  h'  M : 

X  ^  hK^=  Sr  ,     tj  :^  Ko  =  Tzr 

terraos  i>ar«  c  ordenadas  do  centro  de  gravidade  da  me- 
tade do  rom  >  EO  da  curvo  : 


Si  onsiderarmoj  um    arc3  qualquer  MM'  Cinstiuido 
pelos  dois  arc^  contados  do  vértice: 
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representando  p jr  x  e  y  as  coDrdenadas  do  ponto  M  e  por 
X',  y'  as  coordenadas  do  ponto  M\  temos  : 


s=2\r  2rx  ,9'  =2  ^2  rx'      ,  S  ^  s  +  s'  = 

Representando  por  X  e  Fas  coordenadas  ^d)  centro  de 
gravidade  de  5,  e  por : 

•^i«  ^1»  -^f»  ^1 
as  coordenadas  dos  centros  de  gravidade  des  e  s\  temos: 

SX  =>  sX^  +s,  X,    ,   SY=^sY^+  s'  F, 

SuíDStituindo  S,  s  es'  pelos  seus  valores,  temos: 

2/"2r  Lr~+ir^\x=  2irY7xX'^  +  2^r2^ 

pois  que 


X  «.  x' 


X'^^    e    X. 


Tirando  o  valor  de  -Y,  tomos,  finalmente,  para  abcissa  do 
arco  considerado  MM' 


2l/'2rx  X    -|-+   -?    y^2rx'    X    -|-    = 


2/~  2r   [   l/~a-    +  iTx' 


5  -^rr~+ir^--^  r--r--+- ; 
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Fara  Y,  temos: 


2  /~2'r  ('/~x  +  \r  x-\Y  =  2\r  2rx 


Vf3^ 


r   (2r-<v}    - 


(2r)    j 


+  2/    Zrx' 


!/'  + 


«/"a/ 


[ 


2 

(2r— y;    —  (2r) 


Tirando  o  valor  de  Y,  tomos,  flnalmciUe,  para  expressão 
da  ordenada  : 


X 


3 


^     r        ^     -.  '^  1 


+  |/"a?'      X 


\r^x '  ■V\r  x' 


3 


o        r  t  t    \ 


Si  o  ponto  M'  estiver  na  mesma  metade  do  ramo  que  o 
ponto  My  isto  é,  si  o  vértice  nflo '  estiver  comprcliendido 
entre  os  dois,  o  momento  do  arco  S  será  igual  nuo  ás  somma 
mas  a  differcnça  dos  momentos  dos  arcos  ses'. 

r>o  — Consideremos  a  catenaria  : 


X 


X 


y  = 


2 


a 

e         + 
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Tomando  para  eixo  dos  y  o  eixo  de  symetria  da  curva  e 
considerando  um  arco  comprehendido  entre  duas  ordenadas 
igualmente  afastadas  da  origem,  a  posição  do  seu  centro  de 
gravidade  será  determinada  pela  equaçfio  : 


fyds 


/ 


ds 


Para  termos  a  integral  do  denominador  differenciemos  a 
equaçSo  da  curva  : 


X  ^      \ 

a  ^      I 

-  '      I 


X 


Substituindo  este  valor  na  expressão  de  d$^  temos 


ds 


-*i/'+(ir-^x 


if' 


2x  2a  \  i      ^ 


a 


'^•'^fi/ "_;  -^L"  +  ."'" 


Integrando,  temos  : 


a 


que  é  O  valor  do  arco  considerado. 
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Para  B  integral  do  numerador,  temos,  substituindo  i/  e  da 
pelos  seus  valores  : 


Determinando  o  valor  da  integral  do  segundo  membro 
temos : 


Substituindo  este   valor  na  integral  do  numerador  da 
expressão  de  Y,  temi®  : 


J  v*--|-[-|-( 


1 
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Substituindo  na  expressão  de  Y,  temos,  finalmente,  para 
valor  da  ordenada: 


Y  =  — *'*  "^  ^'^ 


2  8 


oo  — Consideremos  agora  uma  curva  de  dupla  curvatura. 

Supponhamo^  que  se  procura  determinar  o  centro  de 
gravidade  de  um  arco  de  hélice.  Esse  arco  projectando-se 
S)breo  plano  horizontal  ou  s>bre  um  plano  perpendicular  ao 
oixo  do  cylindro  em  cuja  superfice  aclia-se  traçado  a  hélice, 
segundo  um  arco  de  circulo  e  sendo  o  centro  de  gravidade 
da  projecção  de  um  systema  de  pontos  a  projecção  do  centro 
de  gravidade  desse  systemn,  a  projecção  do  centro  de 
íír^vidade  do  arco  de  lielice  é  o  centro  de  gravidada  do  arco, 
segundo  o  qual,  ella  projecta-se. 

O  centro  de  gravidade  do  arco  de  hélice  acha-se,  ix)is, 
sobre  a  vertical  levantada  i)elo  centro  de  gravidade  do  arco  de 
circulo  sua  projecção. 

A  projecção  do  arco  de  hélice  sobre  o  eixo  do  cylindro 
sendo  uma  recta  homogénea,  o  centro  de  gra\1dndc  desta, 
meio  da  linha,  sendo  a  projecção  do  centro  de  gravidade  do 
arco  da  hélice,  este  ponto  ocha-se  sobre  o  plano  horizontal 
equidistante  dos  planos  horizontaes,  que  passam  pelos  ex- 
tremos do  arco  considerado  ou  sobre  o  plano  horizontal  que 
pussa  pelo  meio  deste  are ). 

Devendo  estar  esse  ponto  sobre  a  vertical  tirada  i^lo 
t^enlro  de  gravidade  do  are  d  de  circulo  e  sobre  o  plano 
horizontal  que  passai  pelo  meio  do  arco  da  hélice,  o  centro 
de  gravidade  de^te  é  det'^rminado  pelo  ponto  de  encontro 
<lessa  recta  com  esse  plano. 

Para  determinar  as  coordenadas  desse  centro  de  gravi- 
dade, c 3nsideremos  as  equaçõas  da  curva  : 

£c*  +  y*  =  a*        z  =  b  ar  cos  . 
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Destas  equações  deduz-se: 


/     dy     y  _     x^     I     dz      Y  _ 
\     dx     ]     "     y^    '  \     dx     ] 


dx 
dx 


)• = ^-  ( 

(tM"  -  -f-  (- 


dz 


y 


1  9 


X 


t    > 


X' 


dz 


Substituindo  successivamente  estes  valores  na  expressão 


de 


ds=   \/    dx*  -h  dy*  +  dz*    f 


acharemos  : 


ds 

l/' 

a*  +  b* 

ds 

l/' 

a*  +  b* 

ds 

dx 


dy 


X 


dz 


V/     a«  +  6 


A  posição  do  centro  de  gravidade  sendo  deda  pelas  equa- 
ç5es  seguintes,  para  um  arco  que  comece  no  ponto 


e  termine  no  ponto 


jí(7  =  a,    y  =  ^,    z  =o\ 
(a»    y,    ^j. 


a 
I      xds 


y 


y 


/  y  ds 


/  z  ds 


X  = 


X 


/ds 


Y  = 


/ 


z  = 


ds 


/ 


ds 
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temos,  para  os  valores  dessas  coordenadas: 

y  y 


/.A  ,  /., 


X 


_     «v 


/^        > 


Y  = 


a 
dx 

X  X 


/'  ^      '/ 


(«-■) 


dz  /•    ,  X 


/-í-       /-' 


z  z 

/  ■  4-       /-'' 


Z   = 


/t       / 


d% 


A  determinação  do  centro  de  gravidade  como  temos 
visto  exigo  em  geral  trcs  integrações  para  as  curvas  planas, 
sendo  duas  relativos  hos  momentos: 


x  as 


ds  e  z  ds  ^ 


e  a  terceira,  que  em  nuiitos  casos  é  a  mais  complicada,  é 
própria  a  geometria  intt^gral,  pois  consiste  na  rectificação 
de  um  arc3  da  linha  ou  na  integral  y  ds. 

Esta  ultima  torna  muitas  vezes,  como  vamos  ver,  a 
determinaçrio  exacta  imp  »ssivel: 

Considerenius  a  sinusóide 

y  =  sen  u:, 

6  supponhamos  que  se  procura  determinar  o  centro  de  gra- 
vidade de  um  arco  compreliendido  entre  as  abcissas: 
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Dtstas  equações  deduz-se : 

/     dif    y ^     /    dz     Y  ^  J^ 

\     dx    ]    ~    y^    '\     dx     ]  y*  ' 

dx     Y  _  j^     /     dz      Y  ^    b^_ 
dy     I    ~~     X*   '  \     dy     I    '~    X*   ' 

I    dx    Y  _  _yl_   (    "^^    V=  JL 

\     dz     j  b*  '   \     ds     I  b*       * 

Substituindo  successivamente  estes  valores  na  expressão 


IO  remos  : 


= 

[/    dx*   -h  dy* 

-h  dz* 

ds 

— 

dx 

1/ 

a*  +  b* 

ds 

du 

1/ 

a*  +  b* 

X 

ds 

dz 

v/ 

a*  +  b* 

— 

b    ' 

A  posiçHo  do  centro  de  gravidade  sendo  deda  pelas  equa- 
>^s  seguintes,  para  unn  arco  que  comece  no  ponto 

(./;  =  a,     y  =  0,    z  ==  O) 

e  termine  no  ponto 

a 
I      xds 


v:  =  -  "^ 


y 

f  y  ds 

0 

.  z.        " 

í  ds  f  ds  f  ds 
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Fozendo  na  integral  do  numerador 

cos*  a:  =  !*■  , 

temos : 

c/m  =  —  sen  X  dx  ^ 

substituindo,  temos : 

i 


y  du  [/  i  -f.  ti^ 


1'    =  TT 


^    ^/  t/         ^~2-^-'- 


O  numerador  integra-se  facilmente,  o  denominadop  só 
pôde  ser  calculado  por  approximaçfio,  é  uma  formaçfio 
elliptica. 

Representando  essa  integral  por  A',  temos  : 


Y  = 


V/"^   A' 


V'  2      +  l  g  [^  +    V^  2) 
~"  2  y    2~  K 

Pnra  a  ellipse  e  para  a  hyperb  jle  a  impossil)ilidade  será  a 
mesma,  pois  os  denominadores  serão,  como  este,  expressões 
hyperbolicas  da  forma : 


d  5  =  d  8  ya*  sen*  O  +  &*  coi*  6, 

omquanto  que  as  expressões  dos  numeradores : 

x  (/  s  =  a  cos  o  d  o  |/  a'  sen*  O  4-  6*  cos^  6,  y  d  s== 


=  a  5e/i  ô  ff  O  ^^<**  *^'**  ô  -H  6  cos*  ô 
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deduzidas  por  meio  das  expressões  das  coordenadas  de  um 
ponto  qualquer  do  quadrante: 

X  =:^  cos  ^,    y  =  b  sen  O 

suo  integráveis  fazendo-se 

II  =  a  sen  O 

em  uma,  e 

\t  =  h  sen  O 

na  outra. 

'^  «  —  Como  ultimo  caso  relativo  ás  linhas  consideremos 
uma  recta  heterogénea  r/,  cuja  densidade  varia  propor- 
cionalmente com  a  distancia  a  um  dos  seus  extremos. 

Fazendo  cjíncidir  a  recta  com  o  eixo  d  js  x,  tomando 
para  origem  o  extremo  em  que  a  densidade  é  zero,  temos 
para  determinar  o  centro  de  gravidade 


/ 


^d  s 


Representando  por  5  a  densidade  á  unidade  de  distancia, 
temos  para  densidade  a  uma  distancia  x 

A  =  5  a-. 

Substituindo  este  valor  e  tomando  as  integraes  entre  os 
limites 


tem  o3  : 


o        Q        a, 


na 

Ê  x^  dx  . 

^  — ^—    €L 

^  O  3  2 


/ 


»  í  3 

X  d  X  ~~2^  ^ 


a 
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Siipponliamos  que  a  densidade  da  recla  varia  propor- 
cionalmente com  a  potencia  n  da  distancia  a  um  ponto 
fixo  da  sua  direcção. 

Representando  por 

as  distancias  desse  ponto  aos  extremos  da  recta  e  ao  centro 
de  gravidade,  temos  para  determinar  o  seu  centro  de  gra- 
vidade : 


f 


x  = 


a 

/\  X  d  s 
h 


A' 


s 


Sendo  a  densidade  para  nm  ponto  a  uma  distancia  x 


,..\  -=  ^  -'-  1 


temos : 


a 


n  +  2     n  +P 


X. 


J    X      dx        «  +  -  W  ""  * 

b 


a 


J  X     ãx  n  -f-  i\o^  —  h  I 


n  -\-  2         n  +  2 

n   -\-  i        ri  ^    b 


n  +  2        >í+i  n  +  i 

a  -^  h 

Consideremos  a  determiiuH;<l()  do  centro  de  gravidade 
das  superíicies. 
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xo  —  Seja  um  Iriongulo  ABO,    referido  a  dous  eixos 
coordenados  rectangulares  cuja  origem     Y 
seja  o  vértice  o  e  cujo  eixo  dos  y  seja 
parallelo  ao  lado  ABy  f  (74). 

O  centro  de  gravidade  é  dado  pelas 
fórmulas : 


y  j  y  —  .V'  1^  d 


X 


/{,-,] 


d  X, 


o 


— X 


Fig.  74 


r  = 


Sendo  os  lados 


o  A      e      O  B 


representado  pelas  equações : 

y  imM  a  Xy    y'  =  a'  oi 

temos,  substituindo  estes  valores  e  representando  por  h 
a  abcissa  O  a  ou  altura  do  triangulo,  e  calculando  as  inte- 
graes  entre  os  limites 

o        e       h: 


fia  X*  —  a'  xA  d  x         í\a  —  a'ja?*  d 


X 


f\a  X  —  a*  x\  d  X  fia  —  a'\x 


-[i-]-f* 


d  X 


A  abcissa  do  centro  de  gravidade  é  igual,  pois,  a  2/3  da 
altura  a  partir  do  vértice. 


'1 
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A  expressão  do  ij  nos  dn  : 


■|—    /[a«  a?«  —  a'*  ««já  a;       ia  +  a' j    /!»•  d 


y  = 


h 

'    '  a? 


A 


A  [ax  —  a!  x\d  X  2   / x  d  os 


"  [--í- '] 


I)ortaiito : 


^=  "-4^'x  (1) 


equação  da  recta  que  ]>artindo  <]a  origem  passa  pelo   centr<> 
de  gravidade. 

O  ponto  Ey  meio  do  lado  Ali,  tendo  para  coordenadas: 


o  a  =  h        e        E  a  =  — ■ —    /i, 

2 


O  coafíiclente  angular  da  equação  (1)  representa  o  ccofTlcientt* 
angular  do  diâmetro  correspondente  ao  systema  de  cordas- 
parallelas  a  ])ase  AB  do  triangulo. 

O  centro  de  gravidade  acha-se,  pois,  sobre  a  mediana 


O  £:,  a— 4- 


dessa  linha,  a  partir  do  vórtice. 
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í^o  —  Consideremos  um  trajxísio 

ABCO.  A 

Referindo-o  a  dous  eixos  coorde- 
nados, cujo  eixo  dos  //  coincida  com 
uma  das  basss  parallelas  A  O  f  (75) ; 
representando  p3r  h  a  altura,  por      - 

6       e       6' 


B 


kl 


^C 


Fig.  75 


MS  bases  parallelas,  o  centro  da  gravidade  é  determinado  pelas 
equações: 

^  h 


x  = 


y=r 


/       o 


/\,-y\u 


/(.-,■) 


dx 


4í  os  lados 


lêem  para  equações : 


A  B      6       O  c 


y'  =  a'  X        y  =  a  00  +  b 

Substituindo  estes  valores  nas  expressões  de 


X        o 


temos: 


n 


X  = 


o 


3 


[(- 


/^  J 
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Para  a  ordenada  temos: 


r  = 


i     o 


(— •)  4 


+  6  A 


-^|a«  _  a'*  Ja*  +  a  ò  A  +  6« 
L   —   a'U  +  2  h 

Si  tivermos 

isto  é,  si  o  trapesio  se  transformar  em  um  parallelo- 
grammo,  sendo  entoo  a  =  a'  temos  para  coordenadas  do 
centro  de  gravidade  do  parallelogrammo: 

__        h            _   ah  -\'  h 
TL  -    -g-,  ^ 2 

O  centro  de  gravidade  é,  p3is,  o  ponto  ^de  cruzamento 
das  diagonaes. 
Si  tivermos 

6  =  0, 

istoé,  si  o  trapesio  transformar-se  em  um  triangulo  temos: 

2                      a  -\r  o.' 
X  ^  -Tt-  /i  ,    Y   =  -—  h 
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30  —  Consideremos  um  segmento  circular 

A  B  c  A 


(^g.  76> 


Representemos  por  r  o  raio  do  círculo,  por  a  o  angulo 

A  o  B 

ou  a  metade  do  angulo  do  segmento, 
por 

X  e  y 

as  coordenadas  de  um  ponto  qual- 
quer M,  e  por  ô  o  angulo  variável 

M  o  B  . 


Fig.  76 


Referindo  o  segmento  a  dous  eixos  coordenados  cujo  eixo 
dos  X  seja  o  eixo  de  symetria  o  B  da  figura,  o  centro  de  gra- 
vidade é  determinado  pela  equação: 


X  = 


/(.-.' 


)  X  dx 


/<- 


y'  )  dx 


Representando  y  as  ordenadas  da  parte  kB  da  curva  e 
y'  as  ordenadas  da  parte  ^C,  temos : 

y  —  y'  =  ^  2/» 
pois  que  y'  é  negativo,  portanto: 


X  = 


/ 


y  X  da 


f 


y  dx 


Sendo: 


temos: 


o;  sa  r  cos  9  ^  y  ^=i  r  sen  ^  , 


da?  aa»  —  r  sen  ô  rf  ô 


1 


445 


><."•  St 't -'->!:•  'JS  r»v-c« 


f<4  €rxpre?2Sr>>  -íe  A'  :?iiK)s 


*:•  "ieooiníijâdor: 


/"--/ 


r  «.^  %     :<     —  r*t4líi  = 


-/ 


i'  %  li  6 


Ma»  s^-tkIo: 


/ 


/ 


SM*  «tf%=    /    se^  i  iism  \  4    % 


UtUtgmufls  jior  \ihr\e:%  tein«j6: 


/' 


#e/i*  h  d  h    ^  — p 


2 


%  rot  H 


s^n2h 


|K;rUifil'>,  í'^lciilíiii  loeiítreos  limites 


^   a  e  X 


V^iiifH: 


y    flr    -rr-    — . 


..» 


a 


2~ 


sen  2  fj 


—   1 


r-  sen  S    r. 


=r  r*   X 


J  JL 


=  r'     a  ^ 


sen  2  a 


2  g   \ 


que  6  a  cxpreisTio  ííh  SMp.^Piicic  do  segmento. 

íviíMderaiil )  a  integral  do  nimepdd>rda  expressão  de 
X(t  siihslituiiid)  neasa  integral  í^xpal)  sen  valor  deduzido 
da  e  piar/io  d  >  crc  lio: 


-^« 


x^  4-  .«/'  ^  )' 


t    _  >-t 
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temos: 


/y.a.^^J^y^=.^/y^ 


dy^^ 


y' 


T  ornando  os  mesmos  limites  e  substituindo  y  pelo  seu  valor 


r  sen  O 


temos: 


y  X  dx 


sen*  d 


—  a 


3 


=  -^  r*  sen*  ô 


Substituindo  os  valores  das  duas  integraes  na  expressão 
de  Xy  temos: 


r'  sen*  a 


X  = 


4  r  sen*  a 


,  /  sen  2  a  \    6  IX 

'•^  ("  -  -2- ) 


—  sen  2  a 


Si 


a   e=   -jç 


isto  é,  si  O  segmento  comprehende  toda  a  superfície  do  circulo, 
temos: 

X=i  o; 

O  centro  de  gravidade  coincide  com  o  centro  do  circulo. 

Podemos  obter  a  abcissa  do  centro  de  gravidade  do 
segmento  em  formação  do  raio  /•,  do  arco  s  e  da  corda  c. 

Sendo: 


r  sen  « 


temos: 


sen  «  = 


2  r 


Kecanlea   SO 
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Substituindo  este  valor  na  expressão  de 

sen  2  %, 

temos: 

sen  2  «  =  -2  sen  %  cos  %  =  2  sen  «  ^     i  .. 


Sendo: 
temos: 


2  r 

Substituindo  estes  valores  na  expressão  de  .Y,  temos: 


x  = 


6  s  r  —  3  c  ^  4  r^  .^  c^ 


40  —  O  sector  clrculcir  tendo  uma   supcrficie  igual  á 
s  jmma  das  superfícies  do  triangulo 

A  o  c 

e  do  segmento 

A  B  c  A, 

o  seu  momento  é  igual  á  somma  dos  momentos  dos  dous. 
Representando  p^r: 

5j  e  5,  e  S 

m 

as  superfícies  do  sector,  do  triangulo  e  do  segmento  por: 

as  distancias  dos  seus  centr  >s  de  gravidade  ao  centro   do 
circulo,  temos: 

S  X  =  Si  .Vj  +  s^  x^ 


MECÂNICA   GERAL  451 

A  superfície  do  sector  sendo  igual  á  metade  do  producto 
<lo  arco  pelo  raio,  e  sendo  o  arco  igual  ao  producto  do  raio 
pelo  angulo,  temos : 

A  superfície  do  triangulo  sendo  igual  ao  producto  de 
dous  de  seus  lados  pelo  seno  do  angulo  por  elle  formado^ 
temos: 

*,  =    -p-    f*  sen  2  oc 

A  superfície  de  segmento  sendo  a  dififerença  das  duas, 
temos: 


5.  =  r*  ( a  —     —  sen  2  a 


) 


Para  a  distancia  x,  do  centro  de  gravidade  do  triangulo^ 
lemos: 

2  2 

a?i  =  -^Ã  =    -^r  cos  a, 

Para  a  distancia  do  centro  de  gravidade  do  segmento,. 
tem'3S  : 

4  r  sen*  a 

(ff        339   ., 

'       6  a  —  3  sen  2  a 

■ 

Sutetituindo  estes  valores,  temos : 

i  2  i 

r*  OL  X  X  =    —  r*  sen  2  oL  X    —    r  C05  a   +  r*    [   a  — 

1  Q      \   s/  ^  r  sen*  « 

^  —sen^aj   X  ^  (2oi^sen2oi) 

Portanto  : 

_^  _  2  r  sen  « 

expressão  da  abcissa  do  centro  de  gravidade  do  sector. 

Esta  determinação  pôde  ser  feita  directamente  ou  utili- 
sando  as  coordenadas  rectangulares  ou  as  coordenadas  po- 
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Gonsideriiiulo  um  sector  ellipticD  comprebendido  entre 
dous  semi-diametros  conjugados,  o  seu  centro  de  gravidade  é 
determinado  pelas  equações  : 

ff*  àx  ây  ff  ^  ^  ^^ 

^  =  — -z-z •     y  = 


JJdxày  JJâxd^ 


Calculando  as  integraes  entre  os  limites  : 

*==«»«  =  «,    y  =  «,  y  =  y. 
temos : 

/         X  dx    i         dy  I      X  dx  y 

^                o ^  o *^    o 

dx  f        dy  f        dx  y 

A  equaçSo  da  curva  nos  dá  : 


a 


-r  =  y    Va'-  a;' 


Sul)slituindo  na  expressão  de  A',  temos  : 

b      /-"       , 

—     /         X  Y    a*  -^  X*  dx 

X  =- "- 


—       f  /"a*  —  x^  dx 


-4  [<»•-->*! 


3    na 

i 

4 


a» 


Y"      X  [Ta^  —    x*  +  íí»  ar  sen  -^ 


a 


■— a* 

5?        ;? 
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Para  o  valor  da  brdenada  temos  : 


..  y        J        y  das  dy  J       ãx.  -^  y* 


J        j        áx  dy 


/        dx.y 


Substituindo  (/  e  ^'  pelos  seus  valores  dados  pela  equa- 
çfio  da  curva,  temos  : 


Y  = 


dx 


a  b' 


dx 


a 


X 


71 

T 


4  b 

3  w 


•yo  —  Referindo  a  cycloide  a  sua  tangente  ao  vértice  e  a 
perpendicular  a  essa  tangente  no  vértice  (fig.  77),  temos 
para  sua  equação  : 


dy 


1/ 


2  r  ^  X 

X 


dx 


Considerando  um  segmento  com- 
prehendido  entre  a  curva  e  as  coorde- 
nadas »  e  y  de  um  de  seus  pontos  A^ 
o  centro  de  gravidade  é  determinado 
pelas  equações : 


Fig.  73 


dx 


Y    r= 


/^ 


dx 


J  y  dx 


A  integral  do  denominador  tomada  entre  os  limites  de  x 
no6  dá  : 


f  ydx^xy^f    xdy 
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A  primeira  integral  podemos  suljstituir  pelo  seu  valor 
deduzido  da  equação  i.l) : 


^/^ 


;?  r  X  —  X*    dx  =     — 5 —    A 


Quanlo  á  segunda,  multiplicando  e  dividindo  por  dois, 
temos: 

X 


/       (  2  r  —  5  X  )    dx    yf     2  r  x  -^ 


X* 


Sendo 

^  (2r  -^  2x) 

i)  derivada  da  quantidade  submettida  ao  radical  e  tendo  nós 


/     dx  ^    X  =    J     dx   X        wma 


2       « 

■TT   X 


sogue-so  que : 

X 


— J       (2  r  ^  2  x)    W  2  r  X  -^  x'  dw  =  —  {2  r  X  ^  x*) 


Sul>stituindo  tíxlos  estes  valores  temos,  finalmente  : 


y  X  dx  = 
o 


X 

3  , 


X»  r  A         ,      i     ,,  v^ 


donde  : 

X  1 

y  X  dx  =  y  ^ ^  +    —  (2  r  X  —  x,t 


MECÂNICA    GERAL  459 

Substituindo  os  valores  das  integraes  na  expressão  de  X 
lemos  para  abcissa  do  centro  de  gravidade  do  segmento: 


«  -1 

/x^            rA  i  * 

y  X  ãx        y  -^ —    +  -^  (^  '•^  —  ^*) 

o 

X  =  =  


X 

dx  xy  '^  A 

o 


Considerando  a  integral  do  numerador  de  F,  temos  inte- 
grando por  partes : 

—^      I     y*  dx  =    ——     y*  íc  —      — ^-        /         2  X  y  dy  = 

=      — g—     —         y     OB  y  dy 


Substituindo  na  integral  do  segundo  membro  dy  pelo 
seu  valor  deduzido  da  equação  da  curva,  temos  : 


i  xydymm    j  xy         ^ ^        dx  =^  j 


V  2r^x   ^ r    V  ^    i^^r  -^x  dx 


2  .y 


X 


= 3   " 


{2r-.]K^f[2r-.]U[y^ 


=  --3-y 


Izr  —  « j 


y2r  X  —  X*     + 


ir(^-^)'>^^^i/(^r..)K^ 
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Substituindo  na  primeira  integral  dy,  temos  : 


3 


=-4(— «)■ 

Substituindo  na  segunda  dj?  pelo  seu  valor  deduzido  da 
equação  da  curva,  temos  : 

Substituindo  os  valores  destas  integraes,  temos : 


2^ 
3 


+-^^^y*  — 3- 1  ^y  ^y 


donde : 


íay  dy  ^  C ^  »/  U  r  —  .r  j  /"^  r  o?  —  «?• g-  12  r  —  ari    + 

+  '^ry- 

Para  x  =  o,  temos  y  =  o  e.  fx  y  dy  =>  o  portanto: 
logo  : 

yx  y  dy  =  —  ^  !/*  —  -o    V  (^  r  —  o? j  yT  2  r  x  —  a:^  ^ 
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Substituindo  na  expressôo  de 


fA 


dx 


temos  : 


i/y'd.=. 


-2^"- 


í  í 


Substituindo  os  valores  das  integraes  na  expressão  de  Y 
temos,  finalmente,  para  valor  da  ordenada  do  centro  de  gra- 
vidade : 

—   y^X r  f   + 


xy  '^  A 


— — -^  — 

Para  termos  o  centro  de  gravidade  da  semicycloide 


E  o  d 


basta  fazer  nestas  fórmulas  : 


X  =  2  r^         y  =  Tt  r 


Para  esta  hypothese  temos : 


A  = 


TC  r\    S 


xy  —  A  =  2  t:  r^  '^    "õ"'^**' 


=  -5-:r  r' 


Substituindo  estes  valores  nas  expressões  de  Jt  e  F, 
temos: 

^7  vi  8     r 


1 


462  MECÂNICA   GERAL 

©o  _  Consideremos  as  superflcies  de  revolução.  Sup- 
ponhamos  cm  primeiro  logar  uma  superfície  gerada  por 
uma  recta  gyrando  em  torno  do  eixo  dos  a?  existente  no 
seu  plano. 

Sendo  a  equaçfio  da  linfia  geratriz  : 

y  =  ax  •{-  b  ' 

temos  : 

dy  ^=  a  dx^ 

d  jnde : 


(^í=- 


Substituindo  este  valor  na  expressilo  de  ds,  temos  : 


ds  =  dx      W    i  +   (-^)'  =  í/«  /"i  4-  a* 

o  centro  de  gravidade  da  superfície  sendo  dado  pela 
equação  : 

/  X  y  ds 


X  = 


/' 


ds 


temos,  substituindo  ds : 

f  X  y  dx  ^  i  -\-  a*  í  x  y  dx 


X  = 


/l/dy^Ti^a*  fy 


dx 


Sendo  este  valor  igual  ao  da  abcissa  do  centro  de  gravi- 
dade de  uma  superfície  plana  comprehendida  entre  uma 
linha  e  o  eixo  dos  ^r,  conclue-se  que  o  centro  de  gravidade  de 
qualquer  superfície  de  revolução  engendrada  por  uma  recta 
gyrando  em  torno  de  um  eixo  existente  no  seu  plano,  tem 
a  mesma  coordenada  no  sentido  desse  eixo  que  o  centro  de 
gravidade  da  superfície  geratriz  do  volume. 
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rig.  78 


Os  centros  de  gravidade  da  superfície  de  um  cone  trun- 
cado, de  um  cylindro  ou  de  um  cone  recto  estão,  pois, 
respectivamente  á  mesma  distancia  da  origem  que  os  centros 
de  gravidade  de  um  trapesio,  de  um  parallelogrammo  ou 
de  um  triangulo. 

»<•  —  Consideremos  a  supenlcie  de 
um  cone  recto  gerada  pela  rotoçflo  da 
recta  O  ^  em  torno  do  eixo  dos  x 
(fig.  78).  O  centro  de  gravidade  é  de- 
terminado pela  fórmula  : 

X  =  ■'- 

/  yds 

Fazendo 
lemos  : 

Sendo  o  coefRciente  angular  da  recta  OA  igual  a 

T 
temos  para  sua  efiuaçflo : 


Substituindo  este  valor  na  expressão  de  rfs,  temos  : 
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Sutetituindo  este  valor  e  o  de  K  na  integral  do  nume- 
rador de  A'  temos  entre  os  limites  o  e  h  : 

h  h 


portanto : 

h 


yi y 
X  y  ds  =-^  r    h   |/  ,*  +  A*  =  -j-r  A 


c 


Substituindo  os  valores  de  í/  e  ds  na  integral  do  deno- 
minador de  A'  temos : 


portanto : 

/,  T      , rc 

y  ds  =-.—  y    r*  +  A«  =  -g- 

Suljslituindo  os  valores  das  duas  integraes  na  expressão 
de  A,  temos  : 

r  h  c 
r  c  3 


Este  resultado  nos  mostra  que  a  abcissii  para  a  superfície 
de  revolução  gerada  pela  recta  ó  igual  á  abcissa  do  triangulo 
gerador  do  volume  do  cone,  isto  é,  o  centro  de  gravidade  da 
superíicie  lateral  de  um  cone  recto  está  a 


da  altura  a  partir  do  vértice. 
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Si  quizermos  determinar  o  centro  de  gravidade  da  su- 
perficie  total,  representando  por  S  essa  superfície  e  por  X'  a 
obcissado  seu  centro  de  gravidade,  por  s,  a  superfície  lateral 
e  por  a^i  a  abcissa  do  seu  centro  de  gravidade,  por  Sj>  a  su- 
perfície da  Ijase  e  por  ac^  a  abcissa  do  seu  centro  de  gravidade 
temos: 

5   X'  «=■  5j  07^   +   ^1  ^1 


sendo  : 


5i  =  ::  r  c,    ít,  ==  :r  r*    ,Si  =  5i  +  5,  s=  r  tt  (c  +  r) 

2 


temos : 


donde : 


T.  r  (c  -^  r)  X'=.7rrcX-jA  +  7tr«XA 


,,       2  c  -[-  3r 


c  -^  r 


30  —  Consideremos  a  superfície   lateral  de  um  cone 
truncado  gerada  pela  recta  A  B  girando      y  ^ 
em  torno  do  eixo  dos  x.  (Fig.  79). 

O  centro  de  gravidade  é  dado  pela 
formula 


x  = 


fyx 


ds 


Fig.  79 


/' 


ds 


Fazendo : 


OA  —  n     Bb  =  R,     Ob  =  /í,    AB  ^c 


í\  recta  AI3  tem  para  equoçSo: 

72  — r 


X  +  r, 


donde : 


du  V       (R  -  ry 


m 
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Sulistituiiido  este  valor  na  integral  iJo    numerador  de 
X.  e  tomando  essa  integral  entre  os  limites  a  e  b  temos : 


/ 


xy 


l)Or  tinto: 


/-■ "-'(4--r)-x(--»-) 

Oinsiderando  a  integral  «lo  denominador  de  A',  temos: 

/j,ds=/y  r^^r   (.)=r  (a-fr) 

Sulistituindô estes  valores  na  expressão  de  A'  temos  para 
<'il)cissa: 


fôle  resultado  nos  mostra  (lue  o  centro  de  í4:ravidaíle  da 
zona  at:ha-Sv3  no  meio  de  sua  altura. 

Ci»^  — Consideremos  a  sui)eríicie  de  re- 
volução gerada  j^ela  rotação  de  imi  arco 
de  parábola  0.1/ girando  em  torno  do  seu 
eixo  de  symetria  tomado  pai  a  eixo  dL>s  j  y 
__  sendo  «>  verti<*e  a  orig^Mll  (Fig.  81).  o  centro 
^de  gravidatle  é  determinado  ixíla  etpiaçào: 


0 


Fig.  SI 


X  = 


í  i/  X  ds 
f  Vds 


A  equação  da  parab  )la  :  y-  =  ;^/)  r  nos  dá 


\    djc  ]  2  X 
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Sulistituindo  este  valor  noexpressõo  de  ds  temos: 


Substituindo  este  valor  eode  rj  na  integral  do  numerador 
tle  X  e  tomando  esta  integral  entre  os  limites  j?  «^  o  e 
xp  ==  oní  =  //,  temos: 

h  h 

m  _^ 

o  o 

h  h 


=    í    y    2  p  x  -^  p*  X  dx  ^   í      1/ »/«  +  !>•    í» 


dx 
o 


h 


j/j/'  +  p'(4-)  =  i/í''  +  p'4 


o 

Considerando  a  integral  do  denominador,  temos  : 

h  h  

r y  ds  ^  J   y  p       i/  2 X  +  pdx=^ 

o  o 


n  n 

-/  \/  y'  ^  p'  ^^-  =     ^y'  +  p'  (^)  =-     j/y'  +  P 


»  :< 


Substituindo  os  valores  das  duas  integraes  na  expressõo 
de  X  lemos»  finalmente,  para  valor  da  abcissa  do  centro  de 
gravidade  : 


X  =.  _^_  =.  ^  h 

h  2 

O'»  —  Consideremos  a  super^!cie  de   revolucfío  gcradft 
pela  cycloíde  girando  em  torno  do  seu  eixo  menor. 

O  centro  de  gravidade  da  supcrí!cie  é  determinado  ixla 

/    ^y  ds 
X  =  -^1 

f  y  ds 
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A  equaçõo  diflereiícial  da  curva  : 


*  - 1/^^' 


nos  dá: 


d 


H  = 


í?  r  —  fl? 


X 


substituindo  este  valor  na  expresgão  de  dSy  temos: 


ds 


-^^/'+(-^)■ 


dx 


t/ 


2  r 


ík 


Substituindo  este  valor  na  integral  do  denominador  e 
tomando  esta  integral  entre  dois  limites 


;/ 


X  6  X     y 


temos : 


X 


iC 


>.» 


J        y  d,  =y      y  dx    j/-Í, 

j;" 


x" 


\j  X         dx  = 


X' 


s=    2  Y    2r 


cry 


-/ 


2 


X 


dy 


2   \/  2  r 


1/  ,c  — 


X 


n 


-.-.» 


1 


1 


o: 


2r  —  X 


dx 


.'* 


.c 


2 


2    \/  2r 


IP' 


+ 


^h-^ 


£ 
o 


x 
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Considerando  a  integral  do  numerador,  temos  : 

x'  aí  a?'  1 

J     xy  ds   =   j       yx    ■/  ^^     dx  =  l/TT    / 


yx      *'       (ío; 


a?"    . 


x" 


X 


V/T 


^ 
p 


yo: 


J 


*J 


■j: 


dy 


x" 


Sendo : 


2 


fx        dy  =  / 


2  2 

X  y,   X  X 

í 


Ur  ^x\ 


2 


dx 


/«\2r-«] 


dx  = 


_2 
3 


{2  r^x\ 


3 
2 


X  — 


/ 


i5 


í^r  — a?| 


gfubstituindo  o  valor  desta  integral,  temos  : 


af 


2        , — 


J'    xy  ds=  -j-  [/  2 


X 


II 


2 

yx         + 


.«' 


5 


2 


X 


n 


{/  2 


a' 


yx 


X 
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Sul>stiliiindo  O  valor  das  intcgraes  iia  expressão   de  .V 
temos,  finalmente,  pêra  valor  da  abcissa: 


yx 


+  -!-(-*-')     (-f  ••  +  '•) 


X 


if 


ÍC' 

— 

3     1 
o 

3 

yx 

+ 

i  (-"•  ')    1 

." 


p^o  —  Consideremos,  finalmente,  uma  superficie  hete- 
rogénea . 

Supponliamos  que  se  procura  determinar  o  centro  dò 
gravidade  de  um  quadrante  de  circulo,  cuja  densidade  varia 
directamente  com  a  distancia  ao  centro. 

Tomando  os  raios  extremos  ptira  eixos  cx)rdenados,  ^ 
centro  de  gravidade  é  dad)  pela  formula  : 


-Y  = 


y  /   /\    p*  cos  o  c/o  àp 
ff  .\   p  d^  rfp 


Para  um  ponto  situado  a  uma  distancia  p  d  i  cuntro. 
representando  por  ò^  o  peso  na  unidade  de  distancia 
temos : 


_\  =  ^1  ? 


A  = 


Substituindo  este  valor  na  expressão  de  A',  e  tomando  a 
inleírral  entre  os  limites  : 


p  =  o,    p^T    e    0=í7,    0-=-^ 
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temos  : 


ff  p*  <^os  o  </0  í/p 


x=-í-^ 


T 


r  ::? 


/     /  P*''9^'? 


o        o 


r  •> 


í")    1^''''  ">) 


r* 

■ 

.9 

4 

r 

r- 

«k 

TT 

(■f) 


J 


Suppjiiílo  íiuc  o  peso  vnria  proporcionnlniciito  com  a 
poloncin  n  da  clisUincia  ao  centro,  temos  : 

n 

L2.    =    -Si  P 

SuJjstituindíjeíste  vnlor  no  expressão  de  A\  temos: 


X   -= 


n  +  2 
f  ? 

o         o 


f    f        ç "  '  *"    cos  a  da  jç. 


y         ~~2 


/  /      p'•+^;o./p 


r  2 


!'/• 


^^)(') 


TC  n  -\-  S 

r 
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Hs  distancias  entre  o  vértice  da  pyramide  eos  pontos  era  que 
nv\\n  desymetria  atravessa  a  base  e  a  secção  parallela,  e 
toniínido  para  eixo  dos  x  o  eixo  de  symetpia,  temos  : 


«« 


.»   » 


donde: 


ar« 


.*     » 


sendo  n<\sio  cas«)  o  centro  de  gravidade  dado  pala  fórmnla: 

/o)  X  dx 


/ 


a>  dx 


O)  =  A 

Substituindo  estes  valores  na  integral  do  denominador  e 
tomando  a  integral  entre  os  limites 

o  e  /<, 

tomos: 

h  h 

'*  ah 


I   to  xdx  =  /       — ^^ —  dçD  = 


('.onsidorando  a  integral  do  numerador,  temos 

h  h 

r  r      a  x'  a  h* 

J  ''  '' '  ^-  J    -h-  ^'*''  =  "7" 


o  o 


Subslituind(>  os  valores  destas  integraes  na  expressão 
de  A',  lemos  : 


a  /r 


Y ^  -    ^    ; 

.V 


\ 


r 
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Ò  centro  de  gravidade  de  uma  pyramide  qualquer  acha- 
,  pois,  sobre  a  linha  que  une  o  vértice  ao  centro  de  gravi- 
dade da  base  a 

4 


linha  contados  a  partir  do  vértice. 

«o  —  Consideremos  um  cone  recto  gerado  pela  revo- 
luçõo  de  um  triangulo  rectângulo  em  torno  de  um  dos  lados, 
que  tomarmos  para  eixo  dos  x,  sendo  o  vértice  a  origem. 

Representando  por  h  a  altura  do  cone,  o  centro  de  gra- 
vidade é  dado  pela  fórmula  : 

X       ^ 


/.• 


dx 


A  diagonal  do  triangulo  tendo  para  equação 


^=  T   ^ 


sendo  r  o  raio  da  base,  deduz-se 

y*  =  -ir  ^* 


Substituindo  este  valor  nas  intcgraes  e  tomando-as  entre 
limites 

o  o  A, 

temos  para  a  do  numerador: 


r«  ;»» 


Para  a  integral  do  denominador,  temos: 

h  h  h 
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Subotitiihido  estes  vai  )res  na  expressa  >  de  X,  tem3S: 

Y  = í =J-h 


3 

O  centro  de  graviddde  dj  cone,  ocha-se,  pois,  a 

4 

da  altura  a  partir  dj  vértice. 

Y  3'^  —  Consideremos  um  tronca  decjue 

recto  gerado  pelo  trapézio  ABb  a  (Fig.  83), 
girando  em  torno  do  lado  a  b  que  tomare- 
mos para  eixo  dos  x,  sendo  a  origem  o 
IO        ^     G     ò    vértice  o  do  cone  a  que  partcnco  o  tronco. 

Fazendo  : 

D  b  ^  li  A  a  =  r  ob  =  Hoa  =  h 

O  contr:>  do  gravi  la  L^  é  da  b  pela  fórmula  : 

/       y*  X  d  X 
h 


J      y*  dx 


Sí^ndo  estas  integraes  as  mesmas  que  as  anteriores  dilTe- 
rindo  apcnao  nos  1'mHes,  temos  para  a  do  numerador : 

H  II 
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Para  a  do  denominador,  temos : 


/ 


Substituindo  estes  vnlores  na  expressão  de  .Y  c  dividindo 
ambos  os  termos  da  fracçfio  pop  íT—  /(,  temoe : 


II'  4-  H'  A  +  JT  A'  +  A' 
II'  +  H  k  +  h' 


Para  determinarmos  o  contro  de  gravidade  em  formaçSo 
do  altura  do  tronco  de  cone  e  das  siiperficies  das  bases, 
supponhamos  o  centro  de  gr  a-vidade  em  G  e  façamos: 


íí  =  A-  —  A,     Dr=B—  X 

Di\ldindo  membro  a  membro,  temos  : 


Substituindo  A'  pelo  seu  valor,  temos : 
3        w  +  H'  h  +  Hh*  +  h' 


3  H' +  B*  h  +  Hh*  +  h* 

4  w  +  m  +  h' 


Effectuando  as  operações  e  dividindo  ambos  os  termos 
€Ía  fracção  por  ff  —  /(,  temos: 


3  S'  +  2  Hh  +  h' 
3  h'  +  J  Hh  +  S* 
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Sendo  as  alturas  //  e  h  proporcionaos  ás  raizos  qua- 
dradas das  bases  B  eb^  temos: 


_d_  _   S  B  -{-  2  '-/^  R.  h      +  b 
^     ""     3  b+  2  [/    n   b      +  li 

Representando  o  numerador  por  A'  e  o  denominador  i>or 
Kiy  temos: 

,    donde  d  -^    -„-, — zr—    X  h 


d  +  D  K  +  K,  '    ""'^"  ^  A'  +  A\ 

que  ó  a  distancia  do  centro  de  gravidade  (\  J)ase  superior,  cou- 
tada sobre  o  eixo  de  symetria. 

40  —  Consideremos    o  segmento  es- 

A  pherico  gerado  i>ela  rotaçfiio  do  segmento 

r    \  circular  A  B  a  qvcí  torno  do  ralo  o  B  <|ue 

tomamos  para  eixo  áy^x  (Fíg.  84),  .sendo 

o  centro  do  arco  a  origem . 


/ 
/ 


/ 


O  ^    8     X        Fazendo: 

Fig.  8i 

O  centro  de  gravidade  6  dado  pela  formula: 


J  y*  X  djtí 


X  == 


r  —  /i 


y         !/*  dx 

r  —  h 


Fazendo 


r  —  A  .-sa  a 


e  substituindo  nas  integraes  r/'  pelo  seu  valor  dado  pela  equa- 
ção do  circulo 
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temos,  onsideruiidu  o  niimeratlor  : 


/ 


(  ■■'  —  ai"  )  *  dx 


^  r*     f     X  As  —    J         x'  de  -^ 


Suí)Stituin(!u  a  pelo  seu  vulop 


/ 


-  fl'  )■  h'(2  r-  h  )* 


C  tiisideraiido  a  inlegrol  d  >  denamtiiad  >r,  temos  : 
y"     !,•  tír  =    y"      (  r-  -  J-  )  íí*  =    I  >■'  (  «  )  - 


Sriljstitiiiiido  a  peli  seu  valor,  temos  : 


y  j,"   (te  =  -^  r 


SubstUuindo  estes  valores  na  oxpressfio  de  X,  temos  : 
/.■  (  g  r  —  fi   ' 

Y  <  J_    (  g  f  -  *  )' 

.,  /  h    \  "     4         S  r  —  h 
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Para  termos  o  centro  de  gravidade  do  hemispherio  basta 
fazer  nesta  formula : 

h  =  r 

Nesta  hypothese,  temos  : 

^^   -^     4     2   r    ^     8    "" 

tio  —  Consideremos  um  sector  espherico  gerado  \fOV  um 
sector  circular  girando  em  torno  do  seu  eixo  de  symetria, 
tomado  para  eixo  dos  >r. 

Neste  caso  sendo  complicada  a  utilisaçôo  das  ccKjrde- 
nadas  rectangulares,  vamos  resolvel-o  pelas  coordenadas 
polares  que  torna  o  calculo  muito  simples. 

O  centro  de  gravidade  é  dado  pela  fórmula 

f  f  f  çi*  sen  ^  cos  %  d  Çi  d  %  d  ^ 


í  f  f  P*    jcn  6  d  p  d  O  d  9 


Representando  o  raio  da  esphera  por  r  e  por  a  o  arco 
(lo  sector  gerador,  temos : 

/         f  d  c,  J  sen  O  cos  fi  d  f^  y         do 

0                            0  o 


X  = 


a  ^2  i: 


J         ç}  d  ç>  J        s  ^n  O  d  ô    /        f/  9 

0  0  o 

Considerando  a  integral  Fdo  denominador,  temos  : 

V=y         ^^  d  ^    J        sen  fí  d  (^  X   2  T,  = 

o  o 

^    J        w*  í/  p   I    cos    o  I      =  2  T.  J     ç,^  d  ^  {  í  -^  cos  a)  =r. 

o  ^  •  o  o 

2   T^ 

=     ~'^  r^  (  i  ^  cos  a) 
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Considerando  a  integral  do  numerador,  temos 

J        f  d  f^    J        seti   ^  cos  Q  d  a    y  d  ^ 

0  0  o 


a 


=  2 


T,  J        ^^  d  ^    J        sen  O  cos  ^  d  O 

o  o 


2  T,    f      t  d^.      ^A  5ôn*  6    I 


7c  (  /  —  cos^  a  )    J        p»  cí  p   = 


T.r' 


(  1  —  cos^  a  ) 


Substituindo  na  expressa  j  de  .Y  temos,  finalmente,  para 
valor  da  abcissa  do  centro  de  gravidade 


irr' 


(  í  +  cos  a  )    (  i  —  cos  a  ) 


2  T.  r^ 


{  í  —  cos  a  ) 


8 


r  (  i  -\'  cos  a  ) 


oo  —  Consideremos  o  paraboloíde  de  revolução.  To- 
mando para  eixo  dos  x  o  eixo  de  symetria,  o  centro  de  gra- 
vidade é  doterniinado  pela  equação 


X  = 


/'• 


X  dx 


/,/  d: 


dx 


Substituindo  »/*   pelo  seu  valor  dado  pela  equarS<j  da 
curva  : 


temos  : 


y*  =  2  p  X 


I  x^  de 


f 


X 


X  dx 
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T'^  —  Cmsideremoso  ellipsoide  de  revoluçõo.  A  equa- 
<>  )  da  curva: 

a«  y»  -f  6«  X»  «  a«  6« 

iijfí  dú: 

03iis:derando  a  integral  do  denominador  e  sulDStituindo 
este  valor,  temos: 

/,.  de  =  6./(  /  -  4  .')  rf«  =  ft.  (  .c  -  3£L 

Considerando  a  integral  do  numerador,  temos: 
Sulistitulndo  estes  valores  na  expressílo  de  .Y,  temos: 

A  determinação  do  centro  de  gravicUidc  do  hyperboloidt» 
ó  cm  tudo  semelhante. 

Pora  lerminr.r  esta  matéria  vamos  fazer  algumas  api)!!- 
carOes  (las  fórmulas  dos  tlicorcnios  de  (^uldin  de  modo  o  que 
se  p  ssa  fazer  idéa  dos  rccurscs  (pie  a  geometria  pode  tirar 
da  s  )luc;âodo  problema  mcauiico  da  determinação  dos  cen- 
tro:^  de  gravidade. 

1"  — G  )nsideremos  o  volume  gerado  pela  revolução  de 
um  triangulo  isosceles  em  torno  de  um  eixo  perpendicular  á 
s  :a  altura  no  vértice.  Rei)resen*audo  esra  altura- por  /t  e  por 
h  a  base,  temos,  para  expressão  da  área  do  triangulo: 

{   h.  b 
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O  centro  <lc  gravidade  achaiidose  a  V3  da  altura,  o  ca- 
minho que  ellc  percorre  é  igual  a 

2  Tl   X   -^  h 

O  volume  V  sendo  igual  ao  producto  da  superíicie  gera- 
triz por  este  caminho,  temos: 

V  =  ^  X  X    1  h  X  ~  h.   &  =  5  -^  '*'  * 

^^" — Qjnslderenus  o  volume  de  um  cone  recto.  Sendo 
a  superfície  geratriz  um  triangulo  rcctan-  g 

^ulo  (Fig.  85),  representando  por  h  a  sua 
tíltura  e  ix)r  b  a  base,  temos  para  valor  -^^r' 

<la  área  :  ^.-^y^ 


A        O      E      C 

i  Fig.  85 

2   ^''    ^ 

O  centro  de  gravidade  do  triangulo  achando-se  em  um 
ponto  G  a  um  terço  da  mediana  B  D,  baixando  a  perpendi- 
xuilar  G  E  temos  : 

DD  BC      ^  ,,       bx-^  D  B 


DG  GE'  D   È  3 

Sendo  este  o  raio  da  circumferencia  descripta  pelo  centro 
de  gravidade,  temos  para  o  caminho  percorrido  por  este 
ponto  : 

o,  portanto,  para  o  volume  : 
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Tiriíndo  as  irclas 


perpeudicul  »r  a 
os  triani^iilos 
iios  clfio  : 

ílonde: 


A  p  =  1/  c  B  b 

O  c  O   e  A  ji  B 

A  B  _    //_ 
O   G~    d' 


V 

d  = •  y 


SvibsUtiiiiKlo  temo3  para  a  superíicio  da  zjiia: 

S  --=  2  T,  r,  y. 

r^^  —  Consideremos  o  volume  geriído  pela  árt-a  comj^re- 
licinlida  eiilre  uma  parábola,  o  eixo  da  curva  euma  ordenada 
p(  ri>  Mídicnlar  //  cujo  pé  aclia-se  a  uma  distancia  x  d  >  eixo 
d',  rotaijâo.  cirando  de  um  angul)::. 

Achando-se  o  centro  de  í^rí-ividade  da  superficlc  a  uma 
distancia  d  >  vértice  igual  a 

3 


o  cíiminlio  percorrido  p  )r  este  ponto  tem  i^ard  exprcPsOo  : 

.? 

A  nrc';  (la  superíicie  ger<ilriz  tendo  para  exprci-suo: 


o  volume  iterado  será 


3  ^  2 

y  -■-■=  oL  ^  X  X     —ir-    X  n  =-    -^  ò  X*  í/ 

Com  )  Vemos  neninnna  diíjíiculdade  apresenta  por  este 
moio  n  d'y.ei*mina(;íjo  das  superlicies  e  volumesderevoluçXio. 

H(H-iprjcamonle  por  meio  dei^tas  mesmas  fórmulas  i)o- 
dei*ií:nn  >s  det(  rminar  os  eonLros  de  gravidade  conhecidas  as 
cxpresfrõ'  s  das  sup(^rlic:cs  e  volumes. 
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COMPOSIÇÃO    DAS    GRAVITAÇÕES   MUTUAS 

Newton  pelo  astudo  dos  plienomenos  exteriores  ehegou 
l>_>r  inducçri)  a  formular  a  seguinte  lei  geral  que  rege  todos 
03  inovinientoB  do  nosso  systema  planetário:  As  molcculas 
cio  nosso  nuuído  gracita/n  umas  para  outras  na  jví^õo 
ílirccta  de  suas  innssos  e  na  ra:õo  i/iccrsa  do  quadrado 
cie  suas  distancias  mutuas. 

A  queda  dos  corpos  na  superíicie  da  terra  nâo  6  mais 
que  um  caso  particular  de^sa  lei,  uma  consequência  da  gra- 
vitação mutua  entre  o  corpo  e  o  nosso  planeta,  cmbjra  a 
desigualdade  extraordinária  das  massas  não  permitta  apre- 
ciar a  gravitaçOo  da  terra  para  o  corpo. 

Si  o  sol  atlrahe  os  planetas  e  estes  aos  satellites  fazen- 
do-os  gravitar  para  o  foco  de  suas  orbitas  respectivas  por 
olles  constituídas,  osíilanetas  também  altraliem  o  sole  os 
satellites  aos  planetas,  exercem  idêntica  acção  uns  sobre  os 
outros  e  dalii  as  perturbações  planetárias  que  tanto  concor- 
rem para  tornar  o  estudo  matlieniatic )  d  )S  movimentos 
cslestes  um  dos  mais  delicados  eespinhosjs  problemas  de 
calculo. 

Considerando,  p ms,  um  ponto  material  sujeito  a  gravitar 
para  todos  os  pont  )S  de  um  corpo  de  forma  qualquer, 
fazend )  passiir  por  esse  ponto  um  systema  de  eixos  rectan- 
gulares e  decompondo  segundo  os  três  eixos  as  gravitações 
a  que  elleestó  sujeito,  teremos  as  três  componentes  da  gra- 
vitação, as  quaes  compostas  nos  darilj  a  gravitaçíio  totnl  do 
ponto  para  o  corpr>  c  )nslderado. 

A  tlieoria  da  gravitação  vein  a  ser,  p :)r  conseguinte,  para 
as  forças  concurrentes,  uma  tbeoria  análoga  á  da  gravidade 
para  as  forças  parai  leias. 

Nós  devemos  considerar  a  questão  puramente  sob  um 
ponto  dei  vista  geral  c  depois  partícula  risa  remos  a  solução  dd 
conformidade  C3m  a  relação  característica  da  lei  de  Newton. 
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Como  110  problema  das  gravitações  concorrem  as  forças, 
as  massas  e  as  distancias,  é  claro  que,  para  formulal-o 
algebricamente,  necessitam  >s  adoptar  as  medidas  corres- 
pondentes que  permittam  avaliar  essas  grandezas. 

Escolhidas  as  unidades  de  massa  e  distancia,  vejamos 
como  estabelecer  a  unidade  do  poder  gravitativo. 

Consideremos  dous  corpos  de  dimensões  e  forma  qual- 
quer, cujas  massas  sejam  iguaes  e  tomadas  iwra  unidade, 
gravitando  um  para  o  outro,  e  supponhamos  que  e3sa  gra- 
vitação é  constante  em  grandeza  e  dirocçõo  em  t<xla  extensão 
desses  (íorp>s,  de  sorte  que  ella  seja  entre  dous  ix)nt')s 
materiaes  m  e  m^  dessas  orpjs,  igual  ú  quo  se  daria 
si  esses  pontos  se  achassem  a  uma  distancia  um  do  oiitn) 
igual  (\  luiiflade. 

Representando  por  /*  a  gravi- 
tação total  de  um  dos  cori>os  sobre 
o  outro,  f  será  um  cocfficiente  con- 
stante representando  a  unidade  da 
gravitaçõo  de  um  corpo  para  o 
_  outro,  referida  á  unidade  de  massa 
X  eá  unidade  de  distancia. 

Isto  estabelecido  supponlminí.>s 

a  um  corpo  ('  composto  de  p.^ntos  A' 

F»ír.  ST  cujas  massas  e  posições  são  dadii^, 

e  M  um  ponto  exterior  sujeito  á  gravitação  para  to:los  ')^ 

pontos  do  corpo  r  (Fig.  87).  Sejam  nii  a  mass<i  do  p  jntn  .V, 

as  suas  coordenadas  relativamente  a  trcs  eixos  roctangauir»'-^ 

OX  OY  e  OZ;  z 

a  densidade  do  cori)o  no  ponto  .Y, 


as   coordenadas   deste   ponto   relativamente   aos    niesm<>^ 
eixos  e  ni  a  sua  massa. 
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Supponhamos  a  gravitação  do  ponto  M  para  cada  ponto 
do  corpo  C,  exercida  na  direcção  N  M,  proporcional  ao  pro- 
dueto  das  massas  m  e  m^  e  a  uma  formação 

F[r] 

da  distancia  MN,  que  designaremos  por  r.  A  gravitação  de 
M  para  N  será  expressa  pelo  producto: 

) 

e  a  distancia  v  terá  para  expressão: 

(2)  r«  =   (  o;  -  X,  jV  (  y^y,  J  +  (  ^-  ^t  )* 

Os  cosenos  dos  ângulos  que  a  gravitação  (1),  dirigida 
se&undo  r,  forma  com  os  eixos  sendo  respectivamente: 


(1)  F=  fm  w,  F  í  r 


as  componentes  de  F  parallelamente  a  esses  eixos  serão 

CC  ^    CC  y   ^   y^  z   —    Z, 


(3)  F  ^=—, ^    ^   "    ,  "*    ,    i'^ 

Decompondo  o  corpo  C  em  volumes  elementares 

dx  dy  dSf 

leremos  para  massa  m  de  qualquer  de  seus  elementos: 

m  =^  ^  dx  dy  dz. 

Para  oJjtermos  a  resultante  das  gravitações  do  ponto  M 
I^ara  coda  um  dos  pontos  A^  do  corpo,  teremos  que  sommar 
as  componentes  (3)  relativas  a  cada  um  desses  pontos,  o  que 
lios  dó,  representando  por 

X,    Y    e    Z 

as  sommas  segundo  os  eixos  dos 

X    y    e    3, 
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l)ara  componentes  da  resultante : 

-^  =  ^'''*  fff  P    ^    ^''^    -^-^^    dx  thj  dz 
(4)  \y  ^  fm.yyy  ^,  F(r)       '  ^  '^       dxdudz 

Si  o  corpo  C  ó  hom  )goneo  p  será  umn  ([uaiitMade  con- 
stante, no  caso  contrario  serA  uma  f>rni8(;So  dada  tias  coor- 
denadas do  ponto  N. 

O  problema  algébrico  póile  ser  simplificado  reíluzindo-se 
a  uma  unlca  as  três  integrações  exigidas  pelas  relnçoos  ( i\ 

Soja  ?  (r)  uma  formação  auxiliar  tal  que: 

(5)  9  (''>-/  ^C'')  ^'' 

Façamos: 

(^>)  ///  9  9(r)  drdj  dz  =  V, 

a  integral  tripla  estendenlo-se  a  to:lo  o  corpo  C.  Sendo  os 
limites  independentes  do  p)nto  Me  sendo  Vuma  fonnaríí  > 
das  coordenadas 

0\    í/l    Ô    í, 

do  mesmo  ponto,  teremo3,  diíTerenciandoO>)  succcssivamení^ 
em  relaçQ )  a  estas  quantidades : 
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Ou,  attendendo  á  relHçílo  (5) : 


(1) 


dv 

dV 

dV 
di^ 


=  ///?F(.-)     ^'^^'hcl. 


dXi 
dr 


=///?  ^'''•^  iik  '"""'"^ 


dr 


'///?  ""('^  1777  ''^'''^'" 


DifTeronciamlo  a  expressão  (2)  da  distancia  em  relação  a 


a?i,    t/i     *    ^15 


temos: 


dr 


dr 

df/t 

dr 

dzi 


a: 

— 

•^1 

T* 

y 

-i- 

Vx 

r 

z 

— 

"1 

Substituindo  estes  valorcS  em  (7),  resulta 


dV 
dxi 

dV 

dyx 

dV 
dsi 


=    —yyífFfr)    P-^ 'à   ilxdyá» 
/// 9    F  (  r  )  ^^:^  dx  do  di 


S;iI)3titiiiiiilo  esles  vhI  ires  nos  expressões  (4),  teremos, 
fínulmente  : 


(8) 


X  =  —  /)n, 


Y^^f.^U 


dV 

d.L\ 

dV 
dy^ 


\  '    ^      d:i 
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liara  componentes  da  resultante : 

X  =  /•/)!,  ///  p     F    (r)      "^  ~  "''       C/.C  ./y  r/3 
(4)  \y  ^   fm.yyy  p  F(r)       '  "^  '^       dx  dy  dz 

Si  O  corpo  C6  honfi3geneo  p  será  umn  qiiant*dade  con- 
stante, no  caso  contrario  será  uma  f  )rm8(;So  dada  das  caor- 
denadas  do  ponto  A^ 

O  problema  algébrico  pôde  ser  simplificado  rediizindo-se 
a  uma  unlca  as  três  integrações  exigidas  ideias  r^laçrles  ( 4\ 

Seja  ?  (r)  uma  formação  auxiliar  tal  que: 

(5)  9  ('•>^=y  ^('')  ^'* 

Façamos: 

a  integral  tripla  estendenlo-se  a  to  lo  o  corpo  C.  Sendo  os 
limites  independentes  do  ponto  ilfesendj  Vuma  formaçH  ^ 
<las  coordenadas 

.r,  1/,  e  z, 

do  mesmo  ponto,  teremos,  diíTerencland  >('])  successivament;^ 
em  relaçã  j  a  estas  ([uantidades : 
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Ou,  ottendendo  á  rcltíçilo  (5) : 
dv 


ili 


Difieronciando  a  expressão  (2)  da  distancia  em  relaçào  a 
temos: 

dr 


dr 
dí/i 

dr 
dzi  r 

Suljslituindo  estes  valorcs  ein  (7),  resulta 

dV  r  r  r       —   ..ít?—  rr. 


X 

— 

•^1 

t 

V 

— 

;/i 

r 

z 

— 

"1 

-=  -/// 9  f  r»-;"^-^-'  (/ojtíyrfj 


Substituíudo  estes  valores  nas  expressões  ('*),  teremos, 
finalmente  : 
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Como  no  e  Mo  sHo  invariáveis  conclue-se  que  as  cmv 
ponenla^  sao  constantes  para  todos  os  elementos  Iguaesda 
camada  espherica,  íicando  assim  as  forças  de  gravitação  se- 
gundo tiM  suI)otituidas  por  duas  outras  constantes  :  uma 
dirigida  para  o  centro  e  a  outra  segundo  uma  parallela  á 
direcçiSo  OM. 

A  resultante  total  obtem-se,  pois,  compondo  as  compo- 
nentes segundo  no  e  as  componentes  segundo  OM. 

Ora,  as  componentes  na  direcção  no  sendo  ueutralisadas 
pelas  suas  iguaas  e  directamente  appostas  correspoiulentesó 
acçiío  exercida  pelo  pont)  il/ sobre  o  elemento  7i\  relativo  ú 
extremidade  opposta  do  diâmetro  nn"  ;  e  as  outras  compo- 
nentes sendo  forças  parallelas,  iguaos  e  n  )  mesmo  senliclo, 
segue-se  que  a  resultante  total  será  a  resultante  destas  forças 
parallelas,  a  qual  terá  para  ponto  de  applicação  o  centro  O 
de  gravidade  da  camada  espiíerica  e  será  igual  á  s>mma 
das  componentes  (1)  ou  igual  a : 

R  ■=z  f  ,ii^  3/,  X  Mo, 

sendo  Mi  a  massa  toinl  da  ramada  considerada. 

Traduzida  em  linguagem  vulgar,  esta  exprc^ssã  >  nos 
mostra  qu<^  a  gravitação  de  um  p^nto  para  uma  camada 
espherica  homogénea  é  a  mesma  que  seria  si  to;la  a  mnlerúi 
da  camada  se  adiasse  concentrada  no  seu  centro,  quando  a 
gravitaçílo  mutua  é  proporcional  á  distancia. 

*r^''  —  Consideremos  agora  o  segundo  aiso  e  supponhanios: 

Esta  hypothese  corresponde  á  lei  de  Newton. 

Substituindo  este  valor  na  equação  (5)  e  integrnndi), 
temos: 


?  O')  ^- — - 
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I 

E  a  eriíiaçõo  (6),  nos  dá: 


/Q)  Y7  Ê    Ê    Ê        T  --  dy  dz 


V.  =  -  fff  -^^ 


As  componentes,  neste  caso,  serão: 

dV, 


'  X.^fni, 


(10)  {Y=zfm, 


Z  =  fmy^ 


dx^ 


d  v; 


t/jj 


A  esta  formação  V^  denominou  Gauss  potencial.  Na 
integral  (9)  /•  deve  ser  tomado  positivamente  e,  sendo  assim, 
as  componentes  (10)  tenderão  a  augmontar  ou  diminuir  a 
distancia  entre  o  ponto  M  e  corpo  C  conforme  o  signal 
dessas  componcutos  for  positivo  ou  negativo. 

A  formação  \'i  naod(^i)On(lciid  j  siníl  >  da^  distnnciasd> 
ponto  M  aos  diversos  pontos  do  corpo  C  e  das  massas  desses 
pontos,  6  claro  que  pfjdemos  variar  as  coordenadas  sem 
que  varie  a  formação  V^,  de  forma  (jue  porá  obtermos  a 
componente  da  gravitaçilo  totnl  do  ponto  M  para  o  corpo, 
estimada  essa  componente  segundo  uma  direcção  dada,  J)asta 
tomarmos  eixos  rectangulares  um  dos  quacs  seja  porallelo  á 
direcção  considerada  e  formular  Vi  em  f  )rmação  das  novas 
coordenadas. 

Si,  por  exemplo,  o  novo  eixo  dos  x'  é  o  eixo  parallelo  a 
direcção  dada,  a  componente  da  attracção  parallcla  á  esse 
eixo  será : 

dY, 


fm^ 


d  0^1 


Su])ponhaniois  <iuc  so  pode  a  componente  da  gravita- 
ção para  o  corpo  C  sobre  a  recta  que  une  a  origem  das 
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Sommando  estos  derivadas,  resulta : 

"T" 


_     r  r  r±d±^lJ±^l  3  _  3  (o?  -  x.y  +  (y  --  yj»  +  (a  —  3,)^\ 

Sendo  o  numerador  do  parenthesis  igual  a  z*^,  a  ex- 
prassõo  desses  parenthesis  é  nulla,  donde  resulta,  salvo  o 
caso  de  ser 

_dM^_        jçr^        _ji^  ^0 

^  ^  dxi  dl/l  dzx 

Si  r  =  o,  isto  c,  si  o  ponto  ^f  pertence  ao  centro  de 
gravitaçõo  a  conclusõo  traduzida  por  esta  equaçôo  não  é 
verdadeira.  Adiante  consideraremos  este  caso. 

Por  este  ligeiro  estudo  ([ue  deixamos  feito  c  )nclue-se  que 
sob  o  ponto  de  vista  matliematico  o  prol)Iema  da  gravitação 
pôde  ser  complicado  : 

!«,  pela   maior   on   menor  complexidade  da  formação 

2°,  pela  forma  geométrica  dos  corpos  considerados  ; 

30,  pela  lei  que  caracterisa  a  variação  da  densidade  no 
interior  desses  corpos ;  todos  estes  elementos  concorrendo 
para  difíicultar  extraordinariamente  a  pliase  íinal  da  (juestão 
relativa  á  integração. 

Mesmo  mantendo-nos  na  hypothese  que  representa  a  lei 
newtonianna,  só  consideraremos  (l)S  casos  particulares  o 
mais  simi)les,  pois  os  mais  complexos  i)ertencem  ao  dominio 
da  mocanxa  celeste. 

Supponhamos  o  c  >rpo  C  (iMg.  90)  uma  esphera  oca  com 
centro  em  O  e  terminada  por  duas  superfícies  esphericas  de 
raios  J^i  =  o/l  e  Ii^>  =  On^  sendo  a  porção  espherica  com- 
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prehcndida  pelas  esphoras  Ri  o  Ih  composta  de  cornadas 
CMicentriCiís  homogéneas  cuja  deiisidaíle  p  seja  uma  forma- 
ção do  raio  da  camada  considerada. 

Considerando  o  p:)nto  M  fora  da  espliera  de  raio  R^,  ou 
lio  interior  da  espliera  de  raio  Ri  em  qualquer  destes  casos 
esse  ponto  não  fará  parte  do  centro  de 
gravitação  constituido  pela  camada  espiíe- 
rica  compreliendida  entre  as  cspheras  de 
raios  7?i  e  R^,  Sendcr  assim  a  equaçuo  (a) 
que  traduz  uma  propriedade  do  potencial 
llje  será  inteiramente  applicaví^l.  Ti^.o 

Acamada  espherica  considerada  send  3  symetri(*a  quer 
quanto  â  forma,  quer  quanto  á  distrlI)UÍçao  das  massas  re- 
lativamente a  todo  plano  passando  pelo  ponto  O,  a  forma- 
ção Vi  só  dependei*á  da  distancia  /•  do  ponto  gravitonte  á 
origem.  Mudando,  pois,  de  coordenadas  e  tomando  /•  para 
raio  vector,  temos  : 


donde : 


r'        ^i*  +  Vi'  +  ^i' 

dr           í/,          dr           o\          dr 
í///j           r     '    dx^  '"      r     '    í/j, 

^1 
r 

Como  Vi  é  somente  formação  de  r,  resulta  : 


dV, 
dx^ 

dV, 
dr 



dr 
dx^ 

íi»V, 

1  dr  y 

1 
+ 

dV, 

dr« 

\      dXr      1 

dl- 

d^V^  d''V,     /    c/r    \"    ,         dV,  dh 


dx^^  dr*      \    (/a?,    /      '         dr      '         dx'^^ 

Substituindo  nesta  ultima  derivada  os  valores  de 


dr 

dV 

■ 

dx^ 

0 

dx*, 

deduzidos  da  expressão  ; 

• 
• 

dr 
rfa?, 

r 
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Por  conseguinte  a  gravitação  determinada  por  camadas 
espliericas  homogéneas  &ol)re  iim  ponto  exterior  é  idêntica  á 
gravitação  que  se  desenvolveria  si  toda  a  massa  se  achasse 
concentrada  no  centro  commum  de  todas  ellas. 

Si  o  ix)nto  M  aclia-se  na  camada  espherica  para  a  qual 
gravita,  isto  é,  si  acliar-se  entre  as  superficies  esphericas 
de  raios 

R,  e  /?.  (F\g.  ••) 

elle  íicará  para  o  exterior  relativamente  ás  camadas  cujos 
raio3  sãj  comprehendidos  entre  /?£  ou  On  e  r  ou  MOy  e  para 
o  interi  )r  relativamente  ús  camadas  cujos  raios  são  compre- 
hendidos entre 

r  o  72, 

ou  O/ii^ 

A  gravitação  para  estas  ultimas,  como  acabamos  dever, 
é  nulla  sobre  o  ponto  e  para  as  primeiras  será  repre- 
sentada por: 


.i 


sendo  P'  a  mossa  dos  camadas  comprehendidas  entre 
Esta  moo .^a  send  >  dada  pela  expressão  : 


A    4    T.    ç>    r*  ih% 


teremos  : 


f/v,  c  P' 


dr 


r* 

r* 

/ 

r 

ÍM 
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Differcneiando  em  relação  a  /',  resulta  : 

r 

4r^  'TT  p   X  >**  —  2r        /    4  71  r*  dr 
dr*  r^ 


OU  : 


c/.«V, 


dr' 


r 


r 
1^1 


SDmmaiKlo  e  sii])tpahiiido  ao  segundo  membro  o  termo 
affecto  da  integração,  temos,  attendendo  ao  valor  anterior 
de 

dV. 

*       • 


dr 


d'V,  ,  2  d\\  . 

+     z :,---    =-47:9 


dr*  r  dr 

Substituindo  o  primeiro  membro  pela  sua  expressão  (b) 
anterior,  teremos  : 

Por  conseguinte  quando  o  ponto  gravitante  for  parte  do 
corpo  para  o  qual  ello  gravita,  a  sommadas  derivadas  de 
segunda  ordem  do  potencial  é  igual  a 

4    Ç    TZ 

Esta  propriedade  é  geral  pois  que  podemos  sempre 
decompor  o  corpo  C  de  que  faz  parte  o  ponto  gravitante  om 
duas  partes  :  uma  constituida  por  uma  esphera  de  raio  tSo 
pequeno  quanto  sequeira,  comprehendendo  o  ponto il/,  e  a 
outra  do  resto  do  corpo. 
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A  formação  Vi  ficará  assim  composta  de  duas  partes, 
ou: 

Yj  —  r  +  v 

sendo  V  relativa  á  esphera  e  V"  relativa  á  outra  parte  do 
corpo . 

Teremos,  pois : 

d»y,  d«V,  d«7, f/»F  c^«F 

«'«t'  ^^!/i'  íí»!*  í'^1*  «'//i* 

d«v'       ,         d^v      ,      fZ*r'       .       d*r" 
+    — iTTi —  +      ■  ^-.« —  H X71 h 


í/j,*  da:,*  c/i/i*  dX|* 

Ctomo  relativamente  á  segunda  parte  o  ponto  M  nôo 
pertence  á  massa  para  (\  qual  gravita,  segue-se,  como  jô 
vimos,  que : 

(/'  V"        d^       d*V'  _ 

rfx,»    ■*■     dl/*,    "^     da,*    *"    ^' 

E  relativamente  á   esphera,    pertencendo   á   ella    o  ponto 

gravitnnto,  resulta : 

cn  v  d«V'  d«v,  _ 

(/jp,*  "^  r/.y,«  "^  t/5,*  ""  ^    ^ 


donde  : 


+    m —    +    — xi —    =8  —  4  s  ^ 


Assim,  pois,  combinando  esta  propriedade  geral  do /)<>■ 
tcncial  com  o  anteriormente  estabelecida,  podemos  concluir 
que  a  sornma  das  derivadas  segundas  da  formação  potencial 
Vi  O  nulla  quando  o  ponto  írravitante  nõo  pertence  ao  systema 
para  o  qual  gravita,  e  é  igual  a 

quando  o  ponto  gravitante  faz  parte  desse  systema. 
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Tratemos  a  questão  geometricamente. 

Seja  O  o  centro  da  camada  espherica  (Fig.  91),  o,  M  o 
ponto  gravitante.  r 

Consideremos  um  elemento  nn' 
da  superficie  e  unamos  o  ponto  n  ao/i| 
ponto  M. 

A  gravitaçõo  do  ponto  il/será  di- 
rigida, relativamente  ao  elemento  nn' 
segundo  a  recta  Mn^  e  terá  para  valor: 


F;g.  fel 


f  m  ^  s 

2 

nM 


Sendo  m  a  massa  do  ponto 


M 


e 


a  superficie  do  elemento  nn' . 

Decompondo  esta  gravitação  segundo  M  O  e  uma  recta 
a  esta  perpendicular,  m  b,  esta  ultima  será  neutralisada  pela 
sua  igual  e  contraria  correspondente  ao  pjjito  n'  symetrico 
ao  ponto /i,  de  forma  íiue  a  gravitação  íica  reduzida  á  com- 
ponente segundo  a  direcção  J\í  O,  o  que  acontece  para  todos 
os  outros  pontos. 

A  componente  segundo  AI  O  tem  para  exi)ressào: 


f  m  o  s 


n  Aí 


cos  a 


sendo  «  o  angulo 


o  M  n. 


No  p  >nto  n  Caçamos  o  angulo 


c  ri  o  -=-  a, 


6  OS  triângulos  semelhantes 


One       e        O  n  M 
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nos  (lao : 

o  c  o  n 


o  n  O  M 


ou: 


'2 


O  c  = 


O  M 


(.)  ponto  c  6,  pois,  um  ponto  íix )  sobre  a  recta  O  M. 

Do  ponto  c  como  centro  descrevamos  uma  ix)rçâo  de 
superfície  espherica  e  consideremos  sobre  esta  superfície  a 
parte  n  n  interceptada  pelo  cone  cujo  vértice  é  c  e  cuja  base 
é  a  Civen  nn' . 

A  superfície  elementar  nn,  que  representaremos  por  s^, 
será  a  projecção  ortli  )gonal  soI)re  a  superfície  espherica  de- 
scripta  de  c,  do  elemento  nn',  e  sendo  o  angulo  dessas  super- 
fícies igual  ao  de  suas  normaes  : 

c  n        o        O  n 

e  O  angulo  destas  igual  a  «,  resulta  : 

<fj  =  s  cos  a 

Os  triângulos  scinclhantes 

o  c  n        e        O  M  n 


nos  dao  : 


c  n  Mn 


O  n  O  AI  ' 


ilonde: 


c  íl 

M  n  =    • Q-    +  O  M 

On'^ 


Substituindo  esto.  vai  jr  na  expressão  da  grnvitarrio  eie 
incular,  teremos  para  sua  (expressão  S(^gu uri  )  M  O  : 


•> »>       • 

c  n  >    O  M 
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Poróin  a  expressão: 


'^. 


c  n 


representa  a  área  5  9  da  superíicie  interceptada  polo  cone 
n  c  u  sobre  a  esphera  descripta  de  c  cnw  raio  igual  á 
unidade,  e,  portanto, 

representa  a  somma  de  todos  os  elementos  d^  em  torno  do 
ponto  c  ou  4  TZy  donde  resulto,  por  serem  todos  os  outros 
factores  constantes,  para  expressão  da  gravitação  total  do 
ponto  iV/para  todos  os  pontos  da  camada  esphorica: 


O  M 

istoé,  a  ^ravita(;ao  dá-sc  como  si  toda  amassa  da  camada 
es  >heriea  sv  achnsse  conc(Mitríida  no  centro  O. 

Suppondo  em  vez  de  uma  camoda  espheriai  uma  e;> 
phera  composta  de  uma  inílnidade  de  camadas  espliericíS 
concêntricas  e  homogéneas,  o  mesmo  raciocínio  anterior 
se  applicorii  a  cadM  uma  dessas  camadas,  de  modo  que  a 
gravitação  detcn ninada  por  uma  esphera  massira,  com- 
posta  de  camadas  concêntricas  e  homogéneas^  sobre  um 
ponto  exterior,  ó  a  mesma  que  seria  si  toda  a  massa  da 
esphera  se  achasse  concentrada  tio  seu  centro, 

Ojnsiderando,  íinnlmonte,  duas  csplieras  massiças 

E      o       E' 

constituídas  como  a  anlerior,  a  gravitação  de  um  ponto  da 
esphera  A"  pnra  a  esphera  /s  nilo  se  altera,  confoi^me  a 
conclusão  anterior,  si  suppuzermos  a  massii  da  espliera  A' 
concentrada  cm  seu  centro,  o  (jue  reduz  a  questão  a  so 
determinar  a  gravitação  de  imi  ponto  íicticio  de  massa  igual 


